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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ВВЕДЕН1Е. 

Бернул11евы числа, названныя такъ по имени открнвшаго ихъ 
знаменитаго математика Якова Бернулли (1654 — 1705), играютъ 
весьма важную роль въ различныхъ отд'Ёлахъ математическаго 
анализа. Такъ, они входятъ въ качеств']^ коэффищентовъ въ общую 
формулу суммирован1я Эйлера и въ формулу Стирлинга; появля- 
ются также при разложенш въ ряды весьма многихъ функцш; 
ими точно выражается значеше н']^которыхъ опред'Ёленныхъ инте- 
градовъ и проч. Весьма естественно, поэтому, что, по м-Ьр-Ь того, 
какъ выяснялось важное значенхе этихъ чиселъ въ анализ'Ё, инте- 
ресъ къ ихъ изучен1ю все бол'Ье и бол'Ье возрасталъ, такъ что 
знаменит1&йш1е математики, какъ Моавръ, Эйлеръ, Лапласъ и дру- 
пе, охотно посвящали свои труды этому предмету. Эти изсл-Ьдо- 
вашя показали, что числа Я. Бернулли обладаютъ многими зам'Ь- 
чательнМшими числовыми свойствами. Такъ, выяснилось, что они 
допускаютъ множество различныхъ соотношенШ между собою, изъ 
которыхъ ихъ можно посл'Ёдовательно вычислить; они могутъбыть 
разнымъ образомъ представляемы при помощи безконечныхъ про- 
изведешй и безконечныхъ рядовъ, чиселъ Моргана, детерминан- 
товъ опред'Ёленнаго состава и проч.; въ то же время они им^ютъ 
связь съ различными числовыми функц1ями и въ своемъ образо- 
ванш подчинены замЪчательнымъ числовымъ законамъ. 
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Такимъ образомъ, Берну111евы чис1а им'ёютъ одинаково важ- 
ное значен1е и въ Анализ'Ё, и въ Теор1и чиселъ, и потому изу- 
чен1емъ ихъ занимались лица, посвящавш1я себя какъ тому, такъ 
и другому изъ этихъ отд^ловъ математики. Всл-Ьдствхе этого, ли- 
тература Бернулл1евыхъ чиселъ, возникшая, сравнительно, неосо- 
бенно давно, въ настоящее время весьма обширна. Однако, н'ётъ 
еще ни одного сочинен1я, спещально посвященнаго изложешю 
утен1я о Бернулл1евыхъ числахъ во всей его полнот-Ь: существую- 
щ1я изсл'Ьдован1я по этому предмету им'^^ютъ обыкновенно своей 
ц-Ьлью раскрытхе какого-либо одного, опред'Ьленнаго свойства чи- 
селъ Бернулли, или же прим'Ьнеше къ изученш ихъ какого-либо 
новаго метода. Весьма часто также свойства Бернуллхевыхъ чи- 
селъ указываются иимоходомъ, при изсл^доваши какого нибудь 
вопроса Анализа. 

Цредлагаемое сочинеше им'Ьегъ своею г^ёлью по возможности 
полное и систематическое изложенхе учен1я о Бернулл1евыхъ чис- 
лахъ. Источниками для него послужили сл']Ьдующ1я сочинешя и 
статьи, пом'Ёщенныя въ математическихъ журналахъ: 

Еи1ег. ЪвШпИопев СакиИ В1№егеп11а118. Р. П. 

Ьасгогх. Соигз (1'Апа1у8е. 1. III. 1819. 

ЗсМошИсН, Сошрепйшш йег ЬбЬегеп Апа1у818. <;. П. 

НегзсЫ. СоИесИоп оГ Ехатр1е8 о( Иле Арриса<;10П8 о{ *Ье Са1- 
си1и8 0^ Ршйе В1ввгепсе8. 

ЗкшсИ. Ое пптеп8 ВегпиШашв. Соттеп(а1;10 I еЬ соштеп(а1;10 
II. Ейап^еп. 1845. 

Вег1г<тЛ. Тгайё йе Са1си1 Вхйёгепйе! е! 1п1;ё§га1. 

Во61е. А Тгеайзе оп <;Ье Са1си1и8 оГ Ппйе ВхвГегепсев. 

Таппегу. 1п1;гойисйоп к 1а Шёопе дев Гопс<;10П8 д'ипе уапаЫе. 
1886. 

Н. В. Буга&въ. Ученхе о числовыхъ производныхъ. 1870. Свой- 
ства одного числового интеграла по дЬлителямъ. 1888. . 

Е. Ьисав. ТЬёопе (1е8 пошЬгез. 1892. 
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Историческ1й очеркъ развит1я учен1я о Бернулл1евыхъ числахъ^ 

Сочинеше, въ Еоторомъ Я. Бернулли далъ 5 первыхъ изъ на- 
званныхъ впосл^дствш по его имени чиселъ, есть его знамени- 
тый трактатъ по теорхи в'Ёроятностей: <Аг8 сопзес(АП(11>. По- 
дробно излагая учен1е о в'Ёроятностяхъ, Я. Бернулли даетъ въ 
вемъ также ц'Ьлый рядъ математическихъ предложетй, которн:^ 
необходимы при р^^шенш разныхъ частныхъ задачъ изъ теорш 
вероятностей. Еъ числу подобныхъ предложенШ относится во- 
просъ о вычисленш суммъ одинакихъ степеней натуральныхъ чи- 
селъ, т. е. суммъ вида: 

Давая р посд'Ьдовательно значешя 1, 2, З...Я. Бернулли по- 
казалъ, что общимъ выражен1емъ такой суммы будетъ: 

*Р— _р_н1^2 ^1.2 ^ ^ 1.2.3.4 ^ 

■^ Г2~6 ^ 
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тл!Ь коэффищенты Л, В^ С . . постоянны и не зависятъ отъ п ш 
отъ р. Эти коэффищенты и суть Бернуллхевы числа. Самъ Я. Бер- 
нулли вычислилъ суммы 8^, до /9|ф, такъ что получилъ 5 изъ этвхъ 
чиселъ. Сочинен1е^ <Аг8 Сопзес1ап(11> появилось въ съЬтъ уже 
после смерти его автора, именно въ 1713 году; такимъ образомъ^ 



Еъ этому 'году МЫ можемъ отнести и начало учен1я о Бернуше* 
внхъ числахъ. 

Самое назваше: <числа Якова Бернулли> [было введено въ на- 
уку Моавромъ (1667 — 1754), который въ своемъ сочинеши: <|гМ18- 
ч^еПапеа апа1у(1са да вепеЪив е1; даа(1га(ап8> далъ общую фор- 
мулу, позволяющую вычислить какое-либо Б. число, если изв'Ьстны 
<8начен1я предшествующихъ ему чиселъ. Но особенно это назва- 
ше утвердилось въ наукЬ со времени знаменитаго Эйлера (1707— 
1783). Эйлеръ, много и охотно занимавшШся изсл'Ьдован1е1кь 
этихъ чиселъ, показалъ, что они им^ютъ ' весьма важное значеше 
для анализа; такъ, онъ обнаружилъ, что они входятъ, какъ коэф» 
фищенты, въ общую формулу суммировашя рядовъ, по отноше- 
Н1Ю къ которой формула Я. Бернулли оказывается лишь частнымъ 
ч^лучаемъ; кдонЬ того, они появляются въ качестве коэффицхен- 
товъ и въ разложен1яхъ въ ряды многихъ важныхъ тригономе- 
трическихъ и показательныхъ функц1й. Указавши рядъ новыхъ со- 
ютношешй, которымъ удовлетворяютъ числа Бернулли и изъ ко- 
хорыхъ они могутъ быть вычислены последовательно, Эйлеръ далъ 
и независимое выражеше для любого Бернулл1ева числа въ от- 
д'Ьльности; это выражеше замечательно т^мъ, что содержитъ транс- 
цедентное число тг и сумму безконечнаго ряда. Все эти изсле- 
довашя сгруппированы Эйлеромъ въ У-^й главе его < Дифференщаль- 
наго Исчислешя>, где онъ даетъ и таблицу значетй первыхъ 15 
Бернуллхевыхъ чиселъ. 

Труды Эйлера возбудили ббщШ интересъ къ Б. числ^мъ, и 
изучевхемъ ихъ стали заниматься очень мнопе. При этомъ более 
всего ученыхъ интересовалъ вопросъ о нахождеши ращональнаго 
зыражешя Б. числа, въ функц1и его указателя, т. е. места, зани- 
маемаго имъ въ ряде чиселъ Бернулли. Первую формулу подоб- 
яаго рода предложилъ Лапласъ въ 1777 г. Выражеше, данное 
имъ, весьма замечательно по своему составу, но при вычисленш 
Б. числа съ большимъ указателемъ становится неудобнымъ вслед- 



ств1е сдоФЕОСТЕ формулы. Другое невависвмое выражеше для Б. 
числа было дано итальянскимъ математикомъ А. веппоссЫ въ 1852 г. 
(Апп. (11 В. Тог1;оИШ| I, 3). Оно вам^^чательно т'Ьмъ, что даетъ 
Б. число въ функцш его указателя п и н^котораго произвольнага 
числа т^ цодчиненнаго лишь одному уеловш т^п. Еще бол^е 
общШ характеръ носятъ формулы, предложенныя въ 1856 году 
X Бровекером:^, которая устанавливаютъ зависимость между Б . 
чисяа9[в и ц^которыни симметрическими фунвщями корней алге- 
браическихъ ураввевШ. Швоторыми учеными было замечено, что 
Б. числа иогутъ быть выражаемы при помощи опредФленвыхъ. 
интвгрмовъ; такихъ выраженШ было получено несколько и пер^ 
вое изъ ниж^ предложжлъ математикъ Папа въ 1820 г. 

Другад грувда идслФдоватеаей: Б. чиселъ, сл'бдовавшихъ за Эй*^ 
лер<щъ, продол91^МЕа изучать гк соотношенхЯ) которые существу- 
ютъ между этт ^слаи». Рядомъ изсл^доваи^й Мейера^ Зейделв 
и, въ. особенцооти Штерна бцло выведено подобныхъ формула 
мцожество. Пр» э^омъ оказалось^ что кром']^ соотношешй, въ ко*^ 
торыд входотъ Б« чшела отъ перваго и до какого-нибудь онрех^- 
левнаго чис^а В^, ммутъ быть установлены и так№, которыя со- 
держатъ лиш^ н^которвя иэъ чиселъ^ предшествующихъ В^. Со^ 
отнашев1а после1двяго рйда врекетавляютъ значительныя удобств» 
для вышелевш чаеелъ Бернулли. Дмгое время, одвако, не было^ 
общихъ м^одою ДЛ9 вывода подобныхъ соотношен1й'. Вевроеъ' 
этотъ былъ разр'Ьшенъ окончательно уже 0Ъ нов^ваее врешт, 
преццущеетвенна ашиШскими математиками^ примйаившими къ 
изсл^овашк^ Б. чисел!Ь1 методы снмволическато жсчи€лен1Я1 Таковы 
труды! Б&8аг(1'а| Иогпег'а и др., пом'Ьщенные| главными образокв- 
въ журцад^ <^аа^(е^1у ^0I1^паI е(Щ1Ь*>, такой же характер»- ве^ 
сятъ к взблЪдаван1я Ьаеав, сгрупвпровашшя въ его инигЬ <ТМ« 
опе дез 11^тЪгев>. Вс^ форм^улы, полученный таввмъ свмволимк^^ 
сшмъ путемъ, отличаются вам^чательнымъ жэяществомъ. 

Одв10времевяа съ ивесЬдовашемъ Б. чиселъ изучалась и еаиаяк 
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форму1а С7]1мярован1а Эй1ера, въ которой дти чисдгк авдякигса 
коэффищевтавш* Изв^стно^ что она бнла дана Эйдеромъ въ формФ 
беаБ08ечваго' ряда, поэтоиу различные ученые настойчиво стре- 
мились узнать выражете остатка, воторымъ нужно дополнить 
етотъ рядъ, еели оставовимъ его на какомъ*либо член'6. По этом; 
вопросу возникла обшир«(ая литература, и скоро выяснилось, что 
р'Ьшете его требуетъ внайдя свОйствъ такъ йазываемыхъ Бернул- 
Л1ев11хг^ функцШ, т. е^ функи^Ш вида: 

Бсд^дстМе этого, по почину Раабе, который ввелъ и самое 
назвайхе: <функц1я Я. Бернулли>,дТи функщи были подвергнуты 
подробному изучешю. Бсл^дствхе простоты ихъ состава, главнМ- 
Ш1Я свойства ихъ скоро были изучены, въ особенности при по- 
мощи методовъ исчислешя конечныхъ разностей, и дополнитель- 
ный членъ къ формуле Эйлера былъ полученъ въ 1839 г. Остро- 
градскимъ, а зат']Ьмъ Мальмстеномъ и другими учеными. Знаше 
свойстВъ Бернулл1евыхъ функщй повл1яло и на 1ГзучеН1е Б. чи- 
селъ. ихъ стали изучать, прим'Ёняя къ Б. функщямъ, въ разло- 
же^х% котОрнхъ они являются коэффищентами, методы исчис- 
Л6Н1Я конечныхъ разностей. Сл^дствхеМ'Ь этого было открытхе ц*!- 
лаго ряда №ражеН1й Б. чиселъ въ числахъ Моргана. ШскОлько 
подобныхъ выражея1й было предложено покойнымъ академикомъ 
Б. Г. Имшенещкимъ, въ статье: <0 функщяхъ Я. Бернулли> 
(Зао. Ими. Казанскаго Унйв. 1870 г.). Бром'6 того, подобныя же 
формулы были получены въ болыпомъ количестве Гершелекъ и 
другими англ1йскими математиками, прим'Ёнившими изв'&стную те- 
орему Гершеля къ т4мъ функЦ1Яхъ отъ в*, которыя разлагаются 
въ ряды съ Б. коэффи1^1ентами. Баталанъ показалъ, что кром'б 
чисвлъ Моргана, Б. ^исла моГутъ быть выражаемы й чредъ чйСлД 
вида Л'^(1''); одйа из! та1^ихъ формулъ и была ймъ дана въ кйй!^ 
<Мё1а11^е8 таШша^хдйев > • 
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Изсл^доваше чиселъ Я. Бернудди при помощи однихъ дишь 
аналитическихъ прхемовъ не могло, однако, нривести къ полному 
и ясному знашю ихъ числового состава; для подробнаго раскры- 
Т1Я ихъ числовыхъ своЁствъ необходимо было прим'Ьиять бъ из- 
учешю ихъ еще спещальные методы Теор1и Чиселъ. Первая по- 
пытка въ этомъ направлеши была сд'&лана изв'Ьстнымъ геометромъ 
Штаудтомъ и привела къ блестящимъ результатамъ. Пользуясь 
методами Теорш Чиселъ, Штаудтъ показалъ, что числа Я. Бер- 
нулли им^ютъ простой и въ т6 же время весьма зам'&чательный 
числовой составъ, именно п-ое Б. число, (означаемое у насъ чрезъ 
^2п)? представляетъ собою разность н'Ькотораго цЬлаго числа-^,^ 
и суммы дробей, изъ которыхъ каждая им^етъ числителемъ 1, а 
знаменателемъ простое число, на 1 превышающее одного изъ д'Ь- 
дителей числа 2щ т. е. 



Д 






Эта замечательная теорема была изложена Штаудтомъ въ пер- 
вый разъ въ 21 т. журнала Ерелля и носитъ его имя (хотя иногда 
называется еще теоремой Штаудта и Блаузена, такъ какъ неза- 
висимо отъ ШтауХхд ее доказалъ еще Блаузенъ). Несколько поз- 
же Штаудтъ предложилъ новое, бод'Ье краткое и строгое дока- 
зательство той же теоремы, а также раввилъ ц^лый рядъ ея сл^д- 
СТВ1Й въ двухъ небольшихъ брошюрахъ: <Ве пишепз ВегпиШа- 
Ш8 соттеп1;а(10 I» и <Соттеп1;а(10 П>, изданныхъ въ Эрланген^ 
въ 1845 г. Зд'Ьсь, кром'Ь свойствъ знаменателей чиселъ Я. Бер- 
нулли, онъ указалъ и на н'Ёкоторыя свойства ихъ числителей. 
Однако, обе эти брошюры, вероятно всл^дствхе слишкомъ огра- 
ниченнаго числа ихъ экземпляровЪ| остались почти неизвестными 
ученому М1ру, и потому основная теорема Штаудта доказывается 
почти всегда такъ, какъ онъ доказалъ ее въ первый разъ въ 21 
томе журнала Крелля. Наоборотъ, неоднократно различными уче- 
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ными предлагались доказательства этой теоремы^ совпадающхя въ 
сущности съ т'Ьнъ вторымъ доказательствомъ ея, которое Штаудтъ 
далъ в;ь брошюр'6 <Ве пашеш ВегпаШашз. Соттепи^ао 1>. Та- 
ковы докавательства, предложенный ЗсЫаШ (^иа^^е^1у ]., VI); 
Е. Ьисаб и др. Что касается до теоремы, выражающей свойства 
числителей Б. чиселъ и доказанной Штаудтомъ во 2-й изъегобро* 
шюръ, то она оставалась неизвестной для ученыхъ до т^хъ поръ, 
пока Адашб, вычислявшШ значешя Б. таселъ, эмпирически вновь 
не о*Екрылъ одинъ ея частный случай. Зам'Ьченныя свойства чис* 
лителей чиселъ Я. Бернулли Адате указалъ безъ доказательства 
въ 85 т. журнала Брелля въЛст^ съ вычисленной и проверенной 
имъ таблицей 62 первыхъ Б. чиселъ. Стремясь доказать теорему 
А(1ат8'а, Г. 6. Вороной доказалъ въ 1890 г. (<Сообщен1я Харьк. 
Матем. Общ. П с, № 3) вновь вторую изъ теоремъ Штаудта. 
Въ предлагаемомъ сочинеши приведено то доказательство этой 
теоремы, которое дано Г. 6. Воронымъ, такъ какъ оно проще 
доказательства, предложевнаго самимъ Штаудтомъ. Что касается 
первой и основной теоремы Штаудта^ то мы приводимъ то дока- 
зательство ея, которое было дано имъ самимъ въ брошюр'Ь:<Сош- 
шепШш 1>. (Съ обеими этими брошюрами автору предлагаемаго 
сочинешя удалось познакомиться въ библ10тек% Императорской 
Академш Наукъ). Теоремы Штаудта послужили основашемъ для 
гсЁлаго ряда изсл'&довашй числовыхъ свойствъ Б. чиселъ. Такъ, 
Эрмитъ въ 1876 г. и, по его примеру, Штернъ, предложили ц^- 
лый рядъ теоремъ, которыя даютъ возможность вычислять ц^^лыя 
числа Л^ ВХ0ДЯЩ1Я въ составъ Бернулл1евыхъ чиселъ. Вообще, въ 
настоящее время примкнете спецхально числовыхъ методовъ къ 
изучешю чиселъ Я. Бернулли является господствующимъ. 

Посл'Ёднее изъ изв^стныхъ независимыхъ выраженгй Б. числа 
было предложено Н. В. Бугаевымъ въ 1888 г. и представляетъ 
прим'Ёръ приложен1я въ учеши о Бернуллхевыхъ числахъ прин* 
циповъ учешя о числовыхъ производныхъ, въ нов'Ьйшее время 
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выдвавутаго въ науку и подробно равработанваго въ в1;ёо1^04и-ь^ 
еденными сочвнен1яхъ Н. В. Бугаввимъ. Формула йрофдёСОрг^ 
Бугаева вираа&аетъ В.. чисю при пошоащ нФкотораго вйм^атёль^ 
наго Ое8н0нечна1^0 прй:Ёзведев1Яь Первойа^альво она била дана въ 
сочвае;в11и: < Свойства одного числового интеграла по д'Ёли1:ё^№(ъу, 
а ШЕЬть помещена также й% 1фаткйм^ ълъОЯошъ въ ^С0Шр1е1^ 
Беп^а <1е ГАсаАёпие дев 8с1епсв8 Ае РаГ18>^ СУХ, 1888. Шсл-К 
этог(^ натеиативъ Е. Семаго йредлоавйлъ другой ея вывод'Б, С^^о-- 
ящ1й въ СВЯ8Н съ н'Ькоторыми его еобетЁ^ИннЁгми идСлЪдоба1Ё1ямй' 
въ абласти псловнхъ функцШ. 

Прелагаемое сочююа1е бь^ло уже овобчебо, когда пОяМлся 
90ВНЙ трудъ, посвященв!^!! и11ложен1А> учев1Я о ч1Гсл^ъ я. Вер- 
нулли-^Бенвгебереваго брбфеесора Ь. 8аа18сЬв(2^ кУ^вЛевйщей^ 
йЬет йге ВешопШесЬеп 2аМеп> 1893. Ав1^оръ бго по:кьзов*лс^1; 
однаж<^ почти исжлючвтель&о немецкими ис'гочбМами и ше пр^^^ 
вдлъ вовнЕман1е ШЕогвосъ ц^нбвгхъ трудовъ о 3. псАахъ, наай-< 
савныхъ на других^ явывахъ, та«ъ что сочинвн1е е^о да^лекд не 
всчервнваетъ обвгарнаго и интересйаго и^^'герхала, предсиавляемаго 
современной литературой о Вернулл'ешхъ ^«слахъ. 



ГЛАВА I. 

Происхожден1е Бернулл1евыхъ чиселъ, ихъ основныя свойства 

и выражен1я. 

§ 1. Бер11удл1евы чиед^ и Бер1удд1евы Фу1кц{и. Еакъ было упо- 
мянуто въ историчесЕомъ очерк'Ь, Я. Бернулли открылъ числа, 
названныя вповл^дств1и по ега имеви, взслЪдуя, для р'Ёшен1я я^- 
которыхъ вопросовъ изъ теор1и в^^роятностей, сумму одинакихъ 
степеней натуральныхъ чиселъ: 

Именно, давши этой суммЪ выражеше въ функцхв о;, располо- 
женной по нисходящимъ степенями этого перем:ЬннагОу Я. Бер- 
нулли зам'Ётилъ, что въ коэффищенты при различныхъ степеняхъ 
X всегда входятъ одни и т'6 же числовые множители, не завися* 
Щ1е отъ п; они и бшс^ названы бпосл^дстти Бернулл1евыми чис- 
лами. Формула, найденная Я. Бернулли, можетъ быть, сл'Ьдова- 
тельнОу получвна> чрезъ вычисдев1е интеграла ёъ конечныхъ раз- 
ностяхъ 22а?** при разности Да? = 1 и въ преД'Ьлахъ отъ О до а?, 
ибо: 

Но этотъ интегралъ легко получается при любой разности 
Ая;=%, действительно: 
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Беря интегралъ по конечнымъ разностямъ отъ об'Ёихъ частей 
этого равенства, имъемъ: 

Такимъ образомъ 23?"* можно выразить чрезъ а?**"^* и 2а?'*''*, 
2а?^~^ 2а?""~' и т. д.; точно также 2а?''"'* выражается чрезъ х"" 
ш Ха?''""^, 2а?''"" ^. ., такъ что можно положить: 



1 1^ 1.2 ш ш 



Беря первую разность отъ каждой части равенства (Л), шгЁемъ: 

1 . 1 » л X • а »0 



( 
? 



'). 



Отсюда находимъ: 



1^ л.о . 1.2 1. 



[, С1'Ёдовате1ьно: 

1 



Л=^ 



(л-н1)А 



„ ^(п-1-1)А 1 

-^= 172- = "" 2" 



Л(п-*-1)п,. п пЬ пк / 1 1\ 1 п. 



пН 
2 
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^^ 1.2.3.4 * ~^ ТХГ* ~^^^Т2 

Разсматривая эти воэффищенты, видимъ, что начиная съ (7, они, 
будучи составлены вподн']^ опред'Ьленнымъ рбразомъ изъ п е\ 
им'Ьютъ еще нЪкоторыхъ числовыхъ множителей, законъ образа^ 
ван1я которыхъ не ясенъ съ перваго взгляда. Этимъ-то число- 
ВБШФ множителямъ и дано названхе коэффищентовъ или чиселъ 
Я. |Бернулли, такъ что 1-е изъ нихъ, входящие въ О, есть 

^ , 2-е равно О, 3-е= — ^^ч и пр. Съ давнихъ поръ этимъ чис- 

сламъ стали давать особое обозначеше, которое, однако, еще не 
вполн^^ установилось. Весьма 21ного занимавшШся ими Эйлеръ 
означалъ ихъ буквами н'Ёмецкой азбуки: ?(, ^^ (^, ^...; позже, 
въ честь Я. Бернулли, ихъ стали означать буквой^ съ индек- 
сами, причемъ, какъ показали изслЪдовашя новЪйшаго времени^ 
удобнее всего та система индексовъ, при которой В^ соотв-Ьт- 
ствуетъ самому первому коэффищенту въ разложеши ]^^, т. . е. 

11 1 

5о=1,дал4еД=— — ,52=-^,5з=0,Б^^ --^ ц проч. Поел* 

зам-Ьны коэффиц{ентовъ Л, Б, С • . ихъ выражешями чрезъ Б. 
числа, равенство (Л) приметъ видъ: 



2: 



п О! 



+ В,x'^^В, ^"^-'-^В, ^„-УлV-»^-...^Г {А') 



(пн-1)Л ' *1.2 ' 1.2.3 

гд% к — перДодическая фувкща, Взявъ Л = 1 и пред'Ёлами инте- 
грала О и я;, найдеиъ: 

2а!"=1''н-2"-»-3"-1-. . .-*-(»— 1)"= 



--^^В,х-*-В,^^х -^В,-^-^х -^ 

п(п-1)(п-2) , ^ Д. < 

^* 1.2.3.4 ••• 
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в, значитъ, л 



С-1" 



! "*"-^* 1.2.3.4 '^ -*-••• ^^^ 

— формула Я. Бернулли. 

При йзслЪдова&ш Бернуллхевыхъ чиселъ гораздо ^аще подьау- 
|6тся формулой (1), ч'Ёмъ (2). Выражеще, стоящее во 2-й ч:ае1и 
равенства (1), нередко разсматривается пои любомъ знавши це- 
/Г^ ремЬннаго О? и тогда носитъ назваше функцш ЯГЬернулди: от- 
^^и9Е[тельнымъ свойствомъ этой функцш будетъ, сл'Ьдовате^ньно, 
то, что для ц'Ёлыхъ значен1й перем'Ённаго х она даетъ сумму оди- 
нан0хъ стедевей натуральнБаъ чиселъ отъ 1 до {х-^1) в1иЕючЕ- 
тельно. Означается Бернулл1ева фуцЕЦ1я обыкновенно чрезъ (р(гг) 
съ соотв'Ы'Ствующимъ индексомъ, такъ что: 

Суммы вода 8^ были вычислены Я. Бернулли до п=10 вклю- 
чЕгтельно, такъ что имъ были найдены Б. числа до Б^^. Мы по- 
кажемъ несколько дал'Ёе, что вс% Б. числа съ нечетными индек- 

сами, кром"! Д=- — ^, чуть нули, числа же, найденныя Я. Бер- 

нулли и не обращающ1яся въ О суть: , 

1 ^1 ^^1 1 

Л>^-^1^ -1^1-^ 2 > •*^2^^ > -^^-^г"^ 20 » ■*>« — ^2 ' 

ч 

т> 1. 7? _ 

«~ 30' ""66 ' 

I 

§ 2. Соот10шев1я Мемра. 

Я. Бернулли не далъ еще общихъ формулъ, пользуясь которыми 
можно было-бы вычислять названныя по его имени чи^ла; впервые 
формула подобнаго рода была указана Моавромъ въ сочинеши 
<М1Все11апеа Апа1у1;1са>. Способъ его заключается въ томъ, что 
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1Ш б^ерекъ въ ур. (Л') цредыд. § пределами ицтегриа О и А, 
получимъ: 

или 
л- ^ _._й_._в ** р п(п— 1) д п(п— 1)(п— 2) 



Полагая вдйеь я=?2, 3, 4 . . . иоарщо поел^Ьдовательно нвВти Б . 
чнсжа изъ соотношешй: 

И т. д. Соотношешя Моавра покдзываютъ, что Б. числа суть ра- 
щональныя. 
§ 3. Формула суннирова11я Э1лера. ^ *^ 7/ г ^ 
Первоначальнымъ своимъ развит1емъ учеше о Б* чцслахъ все- 
ц^лр обязано Эйлеру, который указалъ на важное зна^ещв ихъ 
въ Аналив'Ё, получилъ рядъ ихъ зам'Ьчатедьныдъ свойствъ и вы- 
раженШ и вычислилъ ихъ до В^^ включительно. 

Прежде всего, Эйлеръ показалъ, что Бернуллхева формула есть 
лишь частный случай открытой имъ оОщей формудьи суммиррва^ 
н1я рядовъ, такъ что Бернулл1евы коэффищенты должны войти 
кром% ряда для 5^ во множество другихъ р^зложенШ. Эта фор- 
мула Эйлера получается весьма просто изъ формулы Тэйлора. 
Пусть имЪемъ ^х) и переменному дается приращен1е к\ тогда: 
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Взявъ интегралъ по Бонечнымъ разностямъ отъ об^ихъ тастей 
этого равенства, найденъ: 






Отсюда: 






(I) 



Чтобы исключить отсюда 2У*'(а?), 2У*"(я?) и пр., беремъ после- 
довательно производныя отъ обЪихъ частей этого равенства: 



1.2.3.4^^'^^ ••• 



К 






Уиножая дал^е ати уравненга соотв'Ьтственно на Л^Н, А^к*, 
А^и*..., гд']Ь А^, А^, .^...произвольные множители, и складывая 
ихъ съ (I), им^емъ: 



^/' 



Ь 



-*-А/{х) — А^Ъ 

I 
-*-А,кГ'(х) 

АЬГ'х) 



2:^'(^)-огз1^'И'-г:^4 



лл- 



1.2 
—АЛ* 



А^Ь 



1.2.3 

~ 1.2 
-А,Ь* 



^Пх)- 



Пусть множитми ^1 такъ выбраны, что С|7^^ь[ чмновъ вовсЪхъ 
вертикадьныгв сто^бц&хъ, кро^^ Ьго/обращаютсйъ 0. Это, оче- 
видно, возможно сд'Ьлать и притомъ только единственнымъ сйФ- 
собомъ, ибо отсюда слЪдуютъ ташя соотношешя между • Еоэффи- 
щентами Л: « ^ 

такъ что 

Посл'Ь такого выбора коэффищентовъ, формуш суммиров|1шя 
при|^етъ видъ: 

' . I 1ь 

I 

Такъ какъ множители А не зависятъ отъ вида т{х)у то ввёЬсто 
того, чтобы находить ихъ изъ соотношенШ, можно для о'иред'Ь- 
лешя ихъ применить какую-либо частную функщю, для которой 
интегралъ ^{х) уже изв'Ьстенъ. Бсего удобнее ^воспользоваться 
для этой ц'Ьли уже найденнымъ нами интёграломъ ]Са?**. Тогда по 
формуле (II) им^емъ: 



1^= 



^ " |-^,а?"-н-4,яйа?"-'-+-^,п(п— 1)Л*!1!*-*- 



• • • 



Сравнивая это съ формулой (Л') § 1 находнмъ: 

>| — ^ л —^^ л г., ^^ 

А- 1» А— 1 2'---^п 1.2. ..л- 

Такимъ образомъ, коэффиц1енты въ формуле суммироватя Эй- 
лера выражаются чрезъ Б. числа. Поэтому, если докажемъ, что 
въ формуле (П) коэффищенты А^ при нечетномъ п равны О, то 
вм1}ст1) съ т'Ьмъ будетъ доказано, что Бернулл1евы числа съ не- 
четными индексами суть нули. Чтобц. доказать первое изъ этихъ 
положен1й| прим'бнимъ ф. {Щ къ Д^)— >б^, найдемъ: 
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2 е*=|в*-н4.е*-+-4.А«'н-Л*^ 



^Во 



Де--е-(е*-1) и V ^^.^^ 



поэтому: 



или 

в X 

ЮлЛх^^^плшо, къаффйцхетй йь формул^Ь Эйлера и въ раздо- 

аеши функщи -^ — г- по степенямъ к — одни и т^^ же. Легко, 

4Мнако, Т^^дяньсзц '4№> ]зъ '^куЫ^дкее ра^южк^о ав[е воЯду^не- 
четныя степени Л, кром'Ь первой. Для этого, зам']&няя А^ чрезъ 

— -у, предстШзимъ эту щнкщю въ вид4: 



ЕЛИ 



^1 ^ |-1^Л*'-*-:4**-^^,^' 



V- 



• • • 



* 

Л'Ьвая часть этого равенства не изменяется отъ замены Л чрезъ 
— А, следовательно и 2^я часть 'его доаи&&а^ бать чётйой фувщхей 
Ъу а потому все коэффицхенты Л съ нечетными индексами, начи- 
ная съ А^у суть нули. На этомъ основиши и Б. 1№ ела вида ^В,^^^I, 
кроме Б^у суть нули, и потому выражен1е Бернуллхевой фушсцш 
цринимаетъ более 1сратшй видъ: 

^ / \ ^*"*'* т> п т> л п— 1 2>п(л — 1)(п — 2) „_, 



Формула же ^умшфован^я Эйлера овой^ателШЬ хфедставит'ся 
въ виде: 



^ 



, I 

Ию этоА фориуш можно подучить видоц8М']&нбте ея, веська 
тето употребмеиое въ Анииз^Ь. Имепно, дифференцир7бмъ,(ш) 



г 



и водьиенъ зат:Ьмъ 1-ю разность отъ об^цхъ частей уравношн. 

'Выведенную фо1|^|ду и^рда вазцвартъ формулой Маиорена, 
въ виду того, что онъ да1Ъ ее прежде Эйлера въ соч. <Тгеа1а8е 
^и ^№штя^/дймр{Ь9 одвако, полумиль свою формулу су1п^кро- 
вашя еовервенцо самостотельЁо и, «ром% того/<юяр6бно я^^Ф- 
довалъ ея ковффище^ты, а пото1^у мы фа]}1|у<|р (Ш) и (Ш') бу- 
демъ называть форм^4|^|II^ Эйяша. 

^§ 4. О ФУ1КЦ11 Р(х) = ^5^ . 

Изъ предыу(ураго с^уетъ» дтр рэедожвн]/^ въ [к^дъ по восхо- 
дящимъ степенямъ функо1Ш Да;)= ^ х л имфегь. такой видъ: 

Этотъ*рядъ часто ирвнимается за основной ирй изсд^доваши 1 

^нБгда даже формулу суммирован1я Эйлера выводятъ, основыв^сь 
на разложенш Щх) въ рядъ, при помощи методовъ символняе- 
4$ва)го Обозначетя. Поэтому весьма важно тецерь 'же опред1и1ить 
услов1я сходимости этого ряда, для чего нримънимъ теорему Кори. 
Подставляя въ 1'{х) х:=2щ найдемъ: 

21гг 1 тс 1 т: 1 

-. оо 
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Но е— '♦^ — 1,, следовательно, при х='2щ наша функщя, ста-^ 
новясь прерывной, обращается въ безконечнбсть; поэтому, усю- 
В1емъ сходимости ряда для Р(х) будетъ мод,ж<^27г. Им^я въ виду 
^1[Усл'Ьдован1е 9то1^' функщи липи» пра д^Йствительныхъ значешяхъ 
11ерем']&ннаго, уб'Ёщаемся, что разсматриваемый рядъ сxр^в^тс& 
цпи вс^хъ значешяхъ о;, заключающиеся въ пред^лахъ — ^^97с,^^ 

'4-*27С.'' *: '• ^' '• ••• •• •. . • '• • • 

Изъ ра8ложен1я Р(х) получаются еще разложешя въ ряд^^ЕСл^- 
дующихъ функцШ, которыми часто будемъ пользоваться: 

X X 2х 



е*н-1 е*-1 е'*— 1 






1 х,(2'— 1) , г> (2*-1) X /,у 



1»>Ч; .•|': .»■•. -^ ! 



! 5' 



31х^съ услов^е(мъ сходирюсти вычитаемаго ряда будетъ $^<[21с^ 
Д1087рму| полученное разложеше им^етъ м'Ьсто при 4»<[?г« • 






1 -2*х т. 2*»' „ 2*х* 
^^-^ ^% 1-3» -*-^* л п й А "*- ^* 



т 



X *1.2 *1.2.3.4 '1.2. ..6 
«•— 1 • 2^_ 2 а? 



• • • 



в*н-1 в*-1-1 я; е*н-1 



2ДЛ2'-1) 2ДД2^-1) 2Д,(2«-1) 
1.2 1.2.3.4 * ' 12. ..6 ^' 



(3) 



• • 



ПослЪдшй рядъ, вакъ и предыдущШ сходится подъ услов1емъ» 

Ивъ этихъ формулъ получаются еще разложен1Я въ ряды три- 
гонометрическихъ фунЕцхй: с1дЬ, ^0, со$всО. 
Такъ 

допому рядъ для е^ подучимъ изъ (2): 



21 — 



,. 1 „2»в „ 2*9» „ 2«е* 

<лф^ Т -■ ®*172 ^ ^* 172X4 -' ^'ГгТГб-*^ 



• • ' 



рядъ, СХ0ДЯЩ1ЙСЯ при 0<ГТГ. 
Далъб, такъ какъ: 



^0=фв— 2с^2в 



.! 



. ■ /1 „2*9 „ 2«в» \ 

^^=\.Г— ^'О-*-^* 1.2.3.4- • • Г 

_П 2*.2*е „ 2*. 2*9' \ 

\Ь'^^*^ 1.2 "*"'"* 1.2.3.4 ••7~ 

_ 2Ч2*-1) д 2*(2*-1). , 2«(2'-1) V 

- 1.2 ^*®~1.2.3.4^*®'^1.2...6^«®-'-- 

Зд4сь вычитаемый рядъ сходится при е<; ^ и потому усдо- 



< I 

1Г 



шемъ сходимости полученнаго ряда будетъ б^^" 
Такъ какъ ' 

со8есО=^с^ "5 — с<^ в, 



-».">» 



-то 



^ 2 -, 20 _ 2в» . 



\е ^' 1.2 Ч.2.3.4 •••у" 

_1 2(2^-1) 2(2»-1) ^з , 2(2*-1)д .»- 

Ряды Д1Я ^е, собвсО можно получить и прямо изъ размжешй 

<1), (2), (3). 

§ б. Экеровы соотиошеи1я между Бер1удд{евы1и чиеламм. 

На основаши предыдущаго, им^емъ: 

я 

у «^-2 = "ё — ^« Г:2"^^*1.2.3.4~"^* 1.2. ..6"*" * * * ^^'^ 
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Но ег''*п= — 1,, сл-Ьдовательно, при а?=*271г, наша функщя, ста- 
новясь прерывной, обращается въ безконечность; пегому, усло- 
В1емъ сходимости^ ряда для Р(х) будетъ мод.ж<^27г. Им^я въ виду 
^ иУсл'Ьдоваше 9то1^ функцш липи^ пра д!&йствительннхъ значешяхъ 
11ерем']&ннаго, убеждаемся, что разсматриваемый рядъ схрд^тса 

цпи вс^хъ значешяхъ Ху заключающцхся въ пред^лахъ — ;.97с, ^ 
'•Ч-27С. "* '••'''■■• '• • " • •• 

Изъ ра8ложен1я Р(х) получаются еще разложен1я въ ряд^слЪ- 
дующихъ функц1й, которыми часто будемъ пользоваться: 

X X 2х 



е"-»-! е'-1 е*'--1 

1 ' - 



1 „ (2*— 1) , г> (2*-1) , му 

., 31х^сь услов|€|мъ сходцаюсти энчитаемаго ряда будетъ 2а)^2'Ку 
лоэхому^полу^ндое разложеше им^етъ м'Ьсто при л^<[1г« 






1 X. 2*а? ^ 2V ^ 2'а?* 



(2) 



X Ч.2 ♦1.2.3.4 *1.2...б 
е'—1 _. - 2 2 X 



_ 2Д,(2'-1) 6Д,(а«-1) ^, 2Д,(2*-1Ь 
1.2 "^ 1.2.3.4 *"^' 12... 6 ^' 



(3) 



• • 



1 • 

ПослЪдшй рядъ, какъ и предыдущ1й сходится подъ усдов1ем!^ 

Иаъ этихъ формулъ получаются еще разложен1Я въ рядн три- 
гонометрическиъ фушщхй: с{дЬ, 1^, соаеоО. 
Такъ 

докому рядъ для е^ пажучимъ изъ (2): 



21 — 



*а 1 т>2*в _, 2*9» „ 2«е» 



.'••■'. ' • ' 



РЯДЪ, СХ0ДЯЩ1ЙСЯ при 9<[1Г. 

Далъе, такъ какъ: 



/^0=фв— 2с^2в 



А 



/ /1 2*9 2*&* \ 

^^Чё"- ^'0-"^« 172X4- • • )- 

—/'1 и 2'-2'е 2*. 2*8' \_ 

\9Г" «1.2 "*■''** 1.2. 3.4" •7— 

_ 2Ч2'~1) 2Ч2«-1). . , 2Ч2'-1) ^ 
- 1.2 ^'® 1.2.3.4-^*®"*'1.2...б^*® 

I 

Зд'Ьсь вычитаемый рядъ сходится при в<^ ^ и потому уело- 



< I 



ъгешъ сходимости полученнаго ряда будетъ д<^^ 

Такъ Еакъ ' 

. в 
созесВ^Ыд -^ — с<^ в, 



чь 



то 



2 .^ 20 ^ 2в' 
«,.есв=__Б.^н-5, ^ЗЖ4 - • • • 

/1 р 2*9 р 2*9* \_ 

\9 ^» 1.2 "^* 1.2.3.4 •••/" 
_1 2(2*-1) 2(2»-1) , 2(2»-1) 

Рады джа ^6, еавесб можно получить и прямо изъ размжешй 

<1), (2), (3). 

§ б. Экеровы соотношенК между Бер|ул11евым1 «ел1ан1. 

На основанш предыдущаго, нм'Ьемъ: 

т в^|= 1 - -^.пГ"^* гхо-^* тжттб"^ •• • ^^^ 

а 

-2 с^-2 =-0 -^«г:2"^:^'ОХ4~^тх::б-*-- ^^'^ 



6 



—ряда, еющящмк нр§-7-<^тг^ т. е. й<<27г. Щж тт^а^Л посд4Ьд«» 

вяго И8Ъ нихъ Эйлеръ нашелъ новыя соотношешя между Б6рну^ 
девыии чисдамИ| въ которыхъ они входятъ во ^-^ 
Чтобн вывести ихъ, овначимъ ради краткости: 



степени. 



—со*д у=±8=у ^А^е^А.В'- 



• • • 



■л*в 



»*- 



• • 



(2) 



такъ что: 



^^4Ш.- 4* •"■*№ 



откуда чрезъ ;^ффе|]^1(ироваше 



.'— 'ч^ 



1^ 

2 



208 *. ,_ 1 
1-*-48*ЧВ "*"* 4 



(3) 



Но И8Ъ уравнен1я (2) схЬдуетъ: 
Лз 1 



1 

в* 






вЧ2Л 



в«-+-2Л 
Н-2ЛЛ 



в*- 



• • 



ПоД|$тавид^ Ы^ уравяёй1е (^) звачешя ^ и з^» мы найдёмъ, изъ 
ц^нешя во9ффиц1евтовъ при одинакихъ степемяхъ 6: 

ЗЛ=-5 



(2^1)^4**- 




:— «"*"2л^Л,л5_4-Н. . .) 



-.21. ^ 

Посд^дшй иенъ во 2-й чмфщ нФ<ц%||Дщч)гра1МЯвЯН^ 
к четнохъ Л^*^ при к нечетномъ 2^]^_| Л^^^^^* 
Поэтому при к чшнолп^: 

при к нечетномъ:. ^ * г /^ 



ц, V 



2 



Зам^^няя коэффищенты Л ихъ вцражешями чрео;^ Бернуллевн 
числа, найдемъ. отсюда: 

-^4 . Да-4 



•1 



.1 •2.3.4 1.2....(2Аг-4) 

Подобно соотношетямъ Моавра, выведенная формула пригодна 
для выч9слен1я В^1^^ Есща знаенъ значешя !Б« чи^еелг^, е]|у пред- 
шествующихъ. 

Такъ, по этой формуле: 

^а— 15* ^*- \^1.2 • 12! 4! ' 10! 6! ' 8! / 
или 

2 V 

Б,^= ~ ^ (91?Б,Д ,^ 1001В^Д о-*- ЗООЭДБ.) = ^ 

Кром^ еоотношешй 2-го порядка, Эйлеромъ получены и иня» 
зависимости между Б. числами, которыя неудобны для вычиеде^я 
ихъ, но т'1мъ не мен'Ёе весьма замечательны, такъ какъ обнару- 
зкшзаютъ связь между рядомъ Б. чиселъ в степециси чши(& ^. 

Чтобы получить первую подобную формулу, положимъ въ ряд*]^ 
(1), который сходится при в<^27г, 0=7г, найдемъ: 

т* тг* тв 

* 0~ ♦ 1.2.3.4 « 1.2. ..6~ • • • =1 • 
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' Дад'бе^ дифференцируя (1), им'^^емъ: ' 

' • ■ ■ .. ' ' ■ 

1,8 01 ^^ в; 



■I: 



2^2 4,0 М.2 

лЗ /ч5 



1.2 3,4 • 1.2. ..6 



гг.: 



полагая зд'1вь 9»=^, наЁдем*^: 



• ^* ; , ;; -{^^ Л ' "• ' 1 



I 



' ^*1.2.3"*"^Ч.2...5 ~ ^4* 



Бъ шслу соотношешй подоб^аго же рода должно отнести еще 
замечательные безконечные ра'ды, которые получимъ, полагая 
0^1 въ разложвн1яхъ (I), (1) и (2) предыдущаго §: 

. р •^> Д< . Д ■ ^. 

^ * 1.2 1.2.3.4 1.2... 6 е-1 



п 



« ■ г 



1 р (2'-1) р (2*-1) р (2*-1) 1 

2 ' 12 ^^4.2.3.4 «1.2. .6 е-*- 1 

д 2 2' 2» 1- 

'0'*"-®П.2.3.4"*"^Ч.2...б"*"'*=?=1- 

§ 6. Незавяенное выраже|1е БернулМева чнма. 

Эйлеру принадлежите и первое выразвеше, опред'Ёляющее число 
^3^, независимо отъ чиселъ, ему предшествующихъ. Для получе- 
шя его обыкновенно пользуются разложен!емъ въ радъ с^. Именно, 
1Ш вх^ли: 

адв=^ "в— ДО"*"^*Г2Х4 — -.-ьД» 1.2. ..2» •••^'*> 



Но 



С08Э Й ,, . ^. 



7;: , ^^1 ''^•/ ^^ 



/'^ 3// 



Г.ь 



— «5^ 

пользуясь же выраженхеиъ 8гпд чрезъ безконечное произведенхе^^^ 
имЬемъ: ^ . I . 



^'^'^^ И( ^ - ;й^) 



о :. '* II 



т=1 ' ■ ' ••■■'■- =-.4 






, « • / » / 1 :•'•■■' I • 

Входящ1е въ это выражеше ряды вида: , , 

8т-,о 1 _ 1 1 -1 -'■■1 '• ■ " • ■■■■'■ 



И 

■ I -гт 



суть сходящ1еся; д^Ьйствительно: 

1 1 



«. I 



.' ' • ' 



(А-+-1)'Р • IV — Т~Ту^ 






1 С!"* 1 

что мен^е, ч4мъ ^ ,и потому, по правилу Раабе, рядъ X -^' 

есть сходящейся. Означая его чрезъ $,_, находвмъ: 

откуда, чрезъ дифференцироваше по О, получинъ: 

1 25,6 28,6» 23.6» 28.„б"'-' ^< 



'I 



Сравнивая коэффищенты при одинакихъ степеняхъ е въ (а) и 
(&), найдемъ: 

"^вП ^•^. ■■•' (271)"* * 



— « — 



>и 



— Эйлерово не8ависимо1е> 11вражев1е Я. таи*. 

Это замечательное выражеше содеракитъ число тг и, кром^ того, 
сумму безконечнаго ряда^^^, въ то время какъ Б. числа суть числа 
рац10нальння; поамму изънвгаоельзя^получмхь течваро значешяД ^, 
но лишь приближенное, съ любой степенью точности. Т^мъ не 
менФе, это выражеше легко обнаруживаетъ ц'кшй рядъ свойствъ 
Б. чиседъ к весьма ушггребнтеагьшт !№ Аналиш^. 

Разсматривая его, мы прежде всего зам^чаемъ, что въ рядФ 
Б. чиселъ положительныя числа чередуются съ отрицательными; 
именно, отрицательныя Б, числа — т']Ь, индексы кггорыхъ д&ится 
на 4; Д, В^ В^,^. , . Мшду числами В^^та Д пч'^' ^^'^ Еоггорыхъ 
непременно одно положительное, а другое — отрицательное, им^емъ: 
В^^^^= 0; такимъ образомъ, три послг]Ьдонательяыхъ Б. числа 
можно разсматривать какъ 3 послЪдовательныхъ значешя некото- 
рой прерывной функцш, имеющей м^сто^ лишь при ц^дыхъ зна- 
четахъ аргумента и обладающей тЪмъ свойствомъ, что она по- 
очередно принимаетъ положительныя и отрицательныя значен1я, 
обращаюсь въ (V при вечетнцхъ значеа1яхъ аргумента. 

Мы видели, что 3 первыхъ Б. числа идутъ уменьшаясь по аб- 
солютной величине*. 

^*^"' ^* 30' •""42' 

показать, что затемъ ужъ каждое Б. число по абсолютной вели- 
чине более числа, ему предшествующаго. Для этого заметимъ 
сперва, что, обозначая абсолютную величину числа^^з^чрезъ (В^/к'» 
мы имеемъ: 
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Зат-Ьмъ, т||М^ мяА^ ^;^^^ав^^ тдг 1^а*х- % въ ввду того, 
что вообще 8^^^.^<^8,^, ши^еыъ: 



«»•< 



]^, з^&чйН, Т1№й:б 






• 

ибо в|,+«^ ^» '^'- ®- ®^ всмвоиъ ыуЛ* -^^^^ < 1,6 и .^2-±1> о, 6. 



Полагая теперь во (2) п=4, им'Ёемъ: 

^Б^_9ло ^^ 



«10 



^нам^няя здФсь-^чрезъ 0,6 и тг чрезъ 3,14,^найдемъ: 



«8 



1ДоЦ 9^10 од, №о1 ^1210,6 

|-В« г 4.(3,14)* '^^ \В, \^ 89,43 ' 1^*о1^1^.1 



Т'Ёмъ бол^е, при п=5, 



|Д,|^ ПЛ2.0,е ^^ 



|ДоГ 39,43 

^1Д«1>№о1- ОлЬх^ватдьшу, ори дбА|Н^кй]11е11ъ умАчАнхв п, 12ай<^ 

дое Б. число по абсолютной боличин^ будетъ бол'Ье предыдущаго, 

и потому, за исключен1емъ Л^ и ^,,''другихъ равннхъ между со- 

•7 
бою Б. чиселъ н'Ьтъ. Прйп=7 им^еМ'бВ^^ *=="?• — первое Б. число, 

превышающее по абсолютной величин'^ 1. Съ возрастан1емъ же 
и до безконечности, абсолютный значен1я чиселъ Я. Бернулли воз- 
растаютъ бол^е веяной данной конечной величины; д-Ёйствительно, 
равенство (2) даео^: 



— .ад — 

Такъ какъ зд^^сь второй множитель съ увеличешемъ п стре- 
мится къ 1, а первый къ оо, то д']Ьйствительно, абсолютныя зна- 
чеша Б. чиселъ, возрастая, должны д'Ёлаться бол']^е всякой конеч- 
ной величины. Такъ какъ, притомъ, это возрасташе зависитъ отъ 
п во 2-й степени, то оно идетъ чрезвычайно быстро. 

Зам'Ёняя въ формуле (1) 8^^ чрезъ 1, получимъ, очевидно, нис- 
Ш1Й пред^лъ для 15,^1: 

Наивысшй же пред^дъ для \В^^^ найдемъ изъ отношеша: 
1Дп1_ «> _2^ !*п -»_ 1.2... 2» в^д 



2 

2, 



зам4нивъ -^ чрезъ 1; получимъ: ,3 у ^*^ у [^ 

2^ I ^ 1 1.2... 2л 

Рл|1< "12" • "(гйр^^ 
Но, по формул']^ Стирлинга, 

гд^ 0<:Г6<]1, поэтому внражешя цред'бловъ примутъ видъ: 

2п — ^ 

(2^) ' 

н 

2п-н4- 1 

17? 1^± (2п) ^0-'" 2-^;^ 

(2.) 2 
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Отношеще внсшаго, пред^|да къ нисшему. будить: 



>; V ;.и. 






12.2 2^_б. •'' -6 

(21Г) 



2 

Г , I 



■ / » 



/ 



§ 7. Выражен1е Бернудд1ева чиеда при помощи бёзконечиаго про- 
П8в€яен1я. 

. ■ I ■ ^ ■ • I ■ • • . ; 1 . . • . • I . 

• ; .! ^ ' . . / ■ : . ■ ■ , . . •» . ., 






■ ' I 



ВХ0ДЯЩ1Й въ Эйлерово независимое внр|^жеше Б. числа, можетъ 
быть^преобравовань въ безконеюое про)^зв^ден^е, зависящее только 
отъ простыхъ чиселъ въ ихъ естественномъ порядке. Чтобы сд'Ь* 

I 

дать такое преобразованхе, умножимъ об% ^части (1) на -^ , 
будетъ: \: » 

_1^ 1 ^_ ' _1 ; ,\ /':. 



Вычитая 8тотъ рядъ лзъ (1), . находнмъ: 



8 



» 1 

/ ^[\_ ^. ^^ ^_ 1_. / . 

«пг ■*• "" 2*" / — • "*~ 3*" "*" б*'* "*" 7***"*" *^^^' " ^' 



МлЧ . I . «'М-, 



ЗдФсь безконечннй рядъ во 2-й части уже не содержитъ, . ^^,чл^ 
новъ вида 7оГТ<<(* Умножая ватФмъ (2) на^^^ и результ]атъ |№1|4|г- 
тая изъ (2), получииъ: 



"■• • •■ 

ч 



''"V 2*''Д 3*"/™ 6*" "^7 *""*"! 1*"' ••*"*"2Р" 

— выраженхОу въ которомъ безконечный рядъ не содержитъ.^о- 
бей, знаменатели которыхъ суть числа кратння 2 и 8. До^б- 



—«в — 

нымъ же обршэона ^^кшючпшь «въ ^М ш&офк ^щр9^щ втмеватеди 
которнхъ содержать множителей 5, 7, 11, 13.., Положииъ, что 
]Ш| наконецъ, есшючя^ш ъс^ дробр, дца1цна'(е1и которнхъ суть 
числа, кратный проетого ^чнсла а, ^огда: 

гд'Ь Vь составь дополнительнаго члена 22 входятъ дроби, знаке* 
нателн которыхъ состоять изь простыхъ множителей, преввгтаю- 
щихь а. И такь какь простыхь чиселъ ^безконечное множество, 
гщ, останавливаясь д^ дос:(ат01нр бодьдк^мь чдсл'Ь а, можно сде- 
лать В какь угодно малымь, и вь пред'блЪ: 

И . 



^«п — 



\ ^ "" 2*"/ \ ^ 3*7\ ^ б***/ 



Поэтому Бернулл1ево 'ЧислЫ принимаеть такой видь: 



(2 



V »2'^Д\ ^*^д\^ б^")- •• 



Это внраа№н1е устанавливаетъ^ тяеимь образомъ, связь |10жду 

I В. чи<$лонъ II ря^^6'мъ йростыхъ чйселъ. Его мы находимъ у Раабе 

\ I (0^геэ^1т^|фрпц§, Л, 4:Щ), 1МП9(ф|ай» оятво» првцврыв^вп шрв- 

^ образован1е ряда $,^ въ бевконечное произввдев1е саиону Эйдеру. 

§ 8. Таблицы Эйлера. 

Для нриближеннаго вычислеля Б. чис0лъ Эйлер;ь 11редл9Ж|ИЛ'^ 
таблиц^ ^дначёнШ ^,^ съ'16 дб(№тичными ^знакамаг, дёведендую, 
впрочемь, только до $..• КромЪ того, имъ вычислены и точный 
8шгаб)|1я^0. чисёлъ ДО 'До вклюштёльно. 



^^Уь ^ти №а^ен1я: 



' ■? • . . '/ 






в. 



-.1 



— 81 






в.^ — 4 



1 
2 



^. = -^ * ' 



»»« 



Л 



1 
•О 



~-Л '/ 



1 
43 



■♦5 



ч 1 



66 ^ 



2730 
7 



В„«- 



Д. - 



Д^ 



861.7 
А&10 

43 867 
-7»в 



1 74611 



4^9 



^ 8 54513 

У^ ^- /ЯКЕ М 1 ,1 1 X 1 1 > И 



Ч« 



Л,«| 



ж:= 



■« 



-1В 



1 



15. 



п> 



Б„ 



2363 64091 
' ' 27 ' 3|) ' " • ' 

.В5 59103 



Й 



|г_ 






' 2 8Т194 '611029 
870 



/3,3 

^ 15 



г^^ д« = ^-^зп|/ ^,: 



861 684;2 76005 у1 

14322 '^^/^- 



< « ? 



' ^< 



I '.5 



1 » 



ГЛАВ/А П, 
Ра8вит1е учен1я Эйлцра е'€ер11уш11ввыхъ числахъ, 

§ 9. •ормудА Даидаеа« 

Главнейшей задач[ей изсд'^ЬдователеЙ чиседъ Я. Б|^рулди лоС)9^ 
Эйлера было нахождеше ращональнаго выражешя числа В^^ Не- 
зависимо отъ чиселъ, ему предшествующихъ, /ибЬ возвратлыя со- 
отношеШ МоЬвра и Эйлер[а УнвудобнБгд1я вы«9слей1я Б. чиселъ 
1фи большомъ указателе, а Эйлерово незав|9симое ВБфажеше, со- 
держа число тс и сумму безконечнаго ряда, пригодно^ лишь для 
приблнкеннаго вычислешя чиселъ Я. Бернулли, Вопросе 8х,6тъ 
влервые былъ р'Ёшенъ Лапласомъ. 
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Прежде чЪмъ вывести формулу Лапласа, зам'^Бтимъ, что для по- 
лучен1я независимагО выраже91я Б. числа было бы наиболее есте- 
ственно воспользЬваться разложешемъ: 



е*_1 '■"' *1.2 «1.2.3.4 



• •• 



ибо изъ форму^]^ Маклорена слЬдуеть, что Б,^^=:В^^^Щ. Однако 
подстановка х=0 зд^сь приводить къ неопред'Ьленному вираже- 

О ' • ! 

шю вида-^, нера8р{>шимом7 обыкновенными пр1ема&и. Поэтому 

Лапласъ цри вывод']^ своей формулы . воспользовался разложешемъ 
въ рядъ не этой| а другой функщи, которую мы им!к1и въ § 4: 



'' \ 



1 1 . ^ т> (2 VI) ^ р (2*-1) . р (2'-1)„ , 

7:^л =Т^-^* -172^ * -^* ОХ! ^ --^"1X7:6* -• * • 

Ряд^ этотъ схрдится при х<У] м8ъ него сл*дуетъ: 

'» 2*"— 1[ Лг»"-* ]а!=0 



Но 

1 ' 






в"^-^е**_е* 



и т. д., такъ <!то производная (2п — 1)«го порядка отъ той асе 
функцш имЪеть видь: 

гд^Ь Р„ Р, ... — явсдовые ннохитми, ие зависяпце отъ х. 
Отсюда: 
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й 



2Я— 



\е^н-1/ 



Так^^ какъ правая часть этого равенства оЁанчивается членомъ 
еъ в% то и д^вая часть его, будучи расположена по нисходя- 
щнмъ степенямъ того же количества, должна оканчиваться чле- 
номъ, еодержащимъ е^. Но: 

и, следовательно, 



, г 



поэтому, сд^лавъ умножеше, найдемъ: 



(е*-н1)"' ^^^р1=_ |е(«"-'>*— е(»"-«'^(2'"-'-2») -н 

Полагая же х==<), найдемъ: 

Дп= 2»»(2^п_^) {1-(2^"-'-2п)-н[з^"-'-2п.2"'-'-*- 

-н^^Ц^^=^^1 -. ..-1-Г(2»-1)*"-'— 2м(2»— 2)»"-* I 



2п(2»— 



Н^'(2„-3,.-._ . . .1) 



л 
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Зд^1^сь членовъ въ скобкахъ во 2-й части 2п — 1, но полученное 
равенство можетъ быть упрощено, такъ что будетъ содержать 
лишь п членовъ; д'ЬКствительно, въ немъ могутъ быть соединены 
попарно 1-й и послЪднШ члены, а также члены, равно отстоящ1е 
отъ нихъ, ибо эти "Члены равны, что можно доказать^ пользуясь 
формулой: 

Полагая зд4сь т=2п, р=2п — 1 и х= — 1,-2, — 3. • .посл'&до- 
вательно найдемъ, замечая, что Д*'*ж*"""*=0: 

(2П-1)*'»-*— у (2п-2)^'*-*-*- 2п(2п-1) ^^п—Зу^-'-. . . 
71 I! 2п{2п—1)_ 

— 1, 



тЛ>1 



1.2 



^^ ^ „ ,о„ пч.«-. 2» ,„„ „,,._, . 2п(2»-1) 



Ль'' 



(2л— 2)'»-*— у (2п— 3)*»-'н 12 (2»— 4)'"-'— . . . 

2п(2п-1){2п-2 ) 

• •• 1 9 Я —л — л^, 

" ч\' (2П-3)-'- ^(2п-4)-'^. . . -. 2п(2п-1Х2п-2)(2п-3)^ 
-.^Ш 1 1.2.3.4 

^ , =3*»-'-2» 2*— '-+-^^^?^=?^ 

Г ..'..... ~'.\..Ч^.-И1. Х'Р. .-.Ь: ?'Л-.: ..',... .'. :^''(Ъ 

Итакъ, дМствительно, иены крайше и равностоащхе отъ край- 
нихъ въ найденномъ выражеши для В^„ равны,{и потопу: 

Ом ■ 

■В..= 2!;;(2';;::5-){г.1-2(2--'-2п)-к 
-^2[з-.-2«.2— н-?5Ы]_.,. 

. .-+-(— 1)"-»2Г(л- !)'»-«— ^ (Л— 2 )*"-'-»- 
2п(2»— 1), „,, , 1 

-ь(— 1)»— Гп*»— —у (»_1 )«"—-«- 
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шля 






2я(2п— 



Д^лая упрощеше, окончательно получимъ: 

-ч-Г«_2П«- г 1 н- ?^ ^- 1 М2П-1) 1 
н-(л-2) [1-^X^2 О^] 



[27 



2п 2п(2»— 1) 



1.2 
1 2я(2л— 1)(2л— 2) 



1.2.3 



— 1 



— формула Лапласа; она была предложена въ 1777 году (Мёш. 
^е ГАсас!. дез зсхепсег бе Рапз). Вычисляя по ней, напр., В^^, 
находимъ: 



-4б-*-60)-+-(1н-10-н4^-|-120 4-105) |= 



155 



1023.2 66* 



§ 10. Соотношен1я МеМера. 

Вычислеше по формул'^ Лапласа Б. числа съ большимъ уваза- 
телемъ прёдставдяетъ, всл'Ёдствге сложности, почти ташя же за- 
труднен1Я, какъ и нахождеше его изъ соот&ошенШ Моавра или 
Эйлера. Поэтому, хотя независимое выражеше Б. числа стало 
уже изв'Ьстно, изсл'Ёдователи продолжали изучать тЬ взаимныя 

3* 
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соотношешя, которыя числа Я. Берйулли образуютъ между собою. 
При этомъ оказалось, что крон'Ь изв'Ьстныхъ нанъ соотношен1й 
Моавра и Эйлера^ можно установить весьма значительное число 
еще новыхъ, нодобныхъ же формулъ, которыя всЬ, съ большимъ 
или меньшимъ удобствомъ, могутъ служить для вычислешя Б. чи- 
селъ и изъ которыхъ мнопя весьма замечательны по своему со- 
ставу. Для получен1я ихъ всего чаще употр^блялос]^ разложенхе 

въ рядъ функщи Да?) =-25 — г и другЕхъ, [которыя могутъ быть 

получены изъ нея помощш различныхъ преобразовашй. Та^съ^ 
Мейеръ далъ сл-^дующая формулы подобнаго рода. 
1. Мы им'Ьемъ: 

во съ другой стороны: 
отсюда ^ 

«1и, разлагая фувкщв въ рады, 

Сравнивая коэффищенты при x^'^^ мы найдемъ, умиоживъ вс*]^ 
члены на 1 . 2 . . . 2п и вводя обозначенхе бином1альнаго коэффи- 
ц1ента , |. ; 

следующее с6отношен1е между Б. числами: 

...-|-(2п),„_,В,(2-1)-4- = 0; 



У 



:1 л 

V 
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сравнивая зе коэффвщевты при о;*"'*'', полуяинъ: 

(2п-1-1)В,.(^«"-«~И-ь(2л-+-1),Д,-,(2'»-»--1)-1-. . : 

2. ^ (е»-'~1)=а;{е«'-^1) 



=2-*-х-+- 



х' 



1.2- 
Сравнивая вдфбь воэффиц1ент11 при х*", ткмучииъ: 

(2й-н1)25,„н-(2»-.-1),2»Б,„_,-ч-. . .-|-(2я-н1),„_,2»»-'5,- 

■' н-(2пн-1),.2»"В,н-2Ь+С(2п^1)«0,' 

• •. ••.1". •• 

сравнен1е хе коэффищевтовф при я;^"'*' '. дасгь:; 

(2п-ь2),2*Д„-1-(вл-1-2)«2;'Д„^,-|-. .ч^(2п-|-.2),^2*»Б,-^ 
-«-(2»-1-2),, +. 2*" ^- • Д -^2»»+ *— (2»-*-2)=0 . 
3. Изъ тождества: 



^р-«ЯкйЙ1« *^*Амйп 



2 • е-'—1~ 2 'вГ— 1 
ик^емъ: 

^« ^— « ^«« 2 



ям: 



( 



^« 1.2.3.4 • • 7~ 
2а! 2*х' 2»ж' \/, „ * X* 

-*-Г2-^о:з-^1-хз:4"^-Д^"*"^''''^^* О 



/ 
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Сравнеше коэффищентовъ при а?*""^* даетъ: 
(2п-н2)(2л+1)Б,,-4-(2|1+2),2»В,^^,-4-(2п+2),2^Б,„^,н-. . . 

.. .-1-(2п-1-2)(2''»н-1)Б,-1-2'"+*=0, 
сравнивая же коэффищенты при х^'^'^^у ии^еиъ: 

(2|1-*-3)з5,,(2«-1)+(2пн-3),Б,,^,(2^-1К. . . 

^(2пч-3),,^,Б,(2«'»-1)н-С2п-нЗ),„^,Д.2^» + *^(2''^-^*-1)=0. 

Подвергая функцхю 1'{х) другимъ видоизм^нен1ямъ и комбини* 
руя полученные результаты между собой, Мейеръ нашолъ ииныя 
соотношен1я подобнаго рода, а также вновь получилъ этимъспо- 
собомъ изв'Ьстныя соотношен1я Эйлера (2-го порядка) и Моавра. 
Посл^Ьдшя весьма просто получаются взъ тождества: 

если разложимъ входящ1я сюда функщи въ ряды и сравнимъ коэф- 
фищенты при я?*""*"* и х^^^ именно, найдемъ: 

(2п^1)Б,,н-(2п-|.1)зБ,,^,-^-. . . 

. . .-4-(2п+1),^^,Б,-н(2п^1),„ДгЫ=0 



. . .-*-(2п),„_,Дн-(2п),„_, Д-»-1=0. 

§ 11. Саотиашги1я, иалучаеиыя изъ разюжеиН въ ряды тригоио- 
нетрическихъ ФункцИ. 

Формулы, подобныя соотношен1ямъ Мейера, могутъ быть выве* 
дены еще при помощи ра810жен1й въ ряды функщй Ыд% 1^^ созес^^ 
которыя мы им'Ъли въ § 4, комбинируя эти разложен1Я съ изв'^^ст- 
ными рядами для тО и с$9. 

Такъ, изъ тождества: 

с{дЬ . 5ш9=со89 
им^енъ: 

/1 у. 2^' р 2^6^ \/е е^ бУ \_ 

\Г~^Ч.2"*"^П.2,[3.4 •••Д1 1.2.3 ■*"1.2...б ••'/" 



1.2 1.2.3.4 
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Сравнивая зд'Ьсь коэффищенты при 6*% находимъ: 
(2|м-1)2*"В,,-*-(2п-1-1),2*«-^В,;,.,-4-. . . 

. . •-ь^(2п-1-1),^_, 2*Д — 2п=0. (1) 

Точно также, нзъ тождества: 

^9 . са«9=в1п0 



или 



Г 2Ч2*- 1) р л П2^-\) -1/ е* е« __ \_ 



о в' е 



1 1.2.3 1.2. ..б 

получимъ, сравнивая члены съ 6*"'*: 

.В,„2'"(2'»-1)н-(2п),2*"-'(2"-»-1)Б,,_,-*-. . . 

. . .н-(2п),„_,2'(2'-1)5.-2п=0. (2) 

Подобнынъ-же образомъ, изъ тождества:} 

ЫдЬ • С08^=С08есЬ — згп^ 
или 

/1 „ 2'0 . „ 2^6' VI ^1_^_Л__ \_ 

\е *1.2 ^П.2.3.4 "Д 1.2 1.2.3 4 "7^ 

1 2(2-1) 2(2»-1 ) 

=■6-^ лтг ^'^- г:2:з74^«® -^- • • 



/е е» е' _ \ 

~\1 1.2.3~*'1.2...5 •••/ 



им'бемъ, чрезъ сраввев!е ко!)ффищентовъ при О*"'*, соотношение: 

(2^''+*-2)В,„-4-(2п),2*'»-«Б,,_,-1-(2п),2^''-^В,^^,-4-. . . 

...-4-(2п),„^,2«В,-2п=0 (3) 

и такъ дал'Ье. 

§ 12. Формулы Штерна. 

Соотношешя, вывёд^нныя нами до сихъ поръ, представляютъ 
при вычислеши Бернулл1евыхъ чвселъ то неудобство, что даютъ 
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выражен1е ооред^ляемаго Б/ числа въ ^функцш вс^ть предше- 
ствующихъ ему чиселъ^ Однако Зейдель и затЬмъ Штернъ пока- 
зали (АЬЬ. (1ег к. ОевеИзсЬ. га ОоШп^еп, 23, 26), что существу- 
ютъ и так1я соотн6ше&1Я, пользуясь ксрорьгми мы можемъ вычи- 
слить Б. число, зная только часть предшествующихъ ему .^цселъ, 
не меньшую, впрочемъ, половины всего ихъ числа. Формулы 
Штерна, содержащ1я, какъ частный случай и соотношешя Зейдля^ 
основаны на изсл'Ёдоваши разложешя: 



П^) = ГЕ-т ^1-^В,х-^ ^. т-о -*-• • -*-^п1 



• • • 



6-^—1 * Ч.2 «1.2...П 

Отсюда, по теорем'Ь Маклорена; 

следовательно, при п нечетномъ, ^'^'*^(0)=0. 

Понимая Б. число, какъ функщю, которая им'Ьетъ опред'Ьленное 
дяачеше при каждому ц^^ломъ значен1и его указателя, зам']^чаемъ, 
что всегда им'Ьютъ конечную величину раздости: 

и такъ какъ по теор1и кон. разностей: 

И 

то им^емъ: 

...^(_1)^2^('')(0) {Л) 

...-|-Д'"2Г(0) {В) 

Зд^сь формула (-4.) даетъ выражеше разности д'^^'^'*>(0) чрезъ 
Б. числа отъ В^_^^ до В^ включительно, а формула {В) чрезъ 
разности высшихъ порядковъ отъ Р{0) . Однако Штернъ повазалъ, 
Ч1Т0 9ти разности также можно весьма просто выразить чрезъ Б. 
числа. Именно, прим^нимъ къ ЩО) формулу (<х); найдемъ: 



1" {п-(-у.у. /•т'-//»'" 
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Д'"Д[0)=г' '«>(0)-(т), Р^'^- «(0)-»-(я»),1Л'»-«)(0)— ...-ь(— 1)" ДО) 
ыи отдельно дла развоети четваго и веютваго порядка: ' 

д»«+12?(о)=_(2т-1-1Х^Р'<»'*>(0)— (2»»-1-1Х1Г(*'»-»)(0)-: . . . '^ 

2в1Ч-1 ^; 

Формулы (а) и (&) могутъ быть упрощены на основащи срот- 
в'Ьтствующихъ соотношен1й Моавра: 

Именно, вычитая (а') изъ (а) и соаД11вая (9') 6ъ ((); й^одюсъ: 

Л»^2г'(0)=2^<''^>(0)-4-2т 

Д*'*+*1Р(0)=— (2т-н1) 
или вообще: 

Такимъ образомъ, формула (В) даетъ выраженхе 1^^Р^\0) чрезъ 
Б. тасла отъ В^^„ до В^ включительно. Д'Ьлая различныя предг 
положешя относительно шипе сопоставляя оба выражен1я для 
д»»^р(я)(0), мы и получимъ рядъ соотношее1й между числами отъ 

^т-^-п Д^ -^т включительно. 

Очевидно^ возможны 4 различныхъ случая: 
1. ш и п числа четныя; п^ш; тогда формула (В) даетъ: 

д»^]^^«)(0)=(ш-*^)— (п),(т-1-п— 1)-*-. . . 

или, такъ какъ зд'бсь верхи1й рядъ, соотв']^тствуя Л^(т^) равенъ 
О, то 
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д'»^к«)(0)=^К'"+«)(0) ч-(»),^^'"+''-»'(0)ч-. . .-^-{п)„В^"^Щ. ■ 

Съ другой стороны, по форыул-Ь [Л) ии'Ёенъ: 

д'»1?<'')(0)=2г<"'+''>(0)-1-(»»),2?^"'+"-')(0)-1-. . .-1-(ш)„2"")(0) 

Выч][[тая последнее уравнен1е взъ предыдущего и вводя Бер- 
нулл1евы числа, ииФемъ: 

-»-(«)т +»-5п -8 -+- (♦») т +4 -^«-4 -+-••• («)л-^т=0 ... (I) 

2. т четное, » нечетное; тогда, ио (Л) и (^?) вайдемъ: 

— (ш), ]рт'"+"-«(0)-(»г)з2?^'"+"-«(0)— . . . -(«)„,_, ^^"+ •>(0)= 

=(пХ ^^'"•^"-"(0) -1-(п),1?^"'+"-»)(0)н-. . . 
-4-(п)„_, ^^'"+ '>(0)-н(п), ^^•")(0) 
откуда сл^дуетф соотношен1е: 

[(п),н-(ш),]Б„+„_,-|-[(я),-|-(ш),]В„,^.„_,-|-. . . 

• • • -^[(«)«-. -^Ит_1 ]-В„ +, -*- 

(п),„+.Б„_,-|-. . .-н(п),Б,„=0 Щ) 

3. т нечетное, ^ четное. Тогда по формуле (^): 
д'«^ч'.)(0)=— (шХ^'"+''-«)(0)-(т),^^'"+"-«(0)-. . .— (»и),„^^">(0) 
а по форыул'Ь (Б)'. 

Л"'2Д")(0)=-(т-1-п)-н(я),(т-нп— 1)— (п),(шн-п— 2)-»-. . . 

. . . -н(л)„_, (т-ь1)— (п)„т -н 

-|-(п),^^"'+"-«)(0)-+..н-(п)„_,2?^'"+'>(0) 

Но верхняя строка зд^сь представляетъ — Л''(«»'), т. е. О, и 
потому: 

Д"'^Г('')(0)=г(п),1^"Ч-''-«)(0)-н(я),2?('"+»-«(0)-н. . . 

...н-(»)„_,^'<'"-^'>(0). 
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Полагая п^>т, найдемъ чрезъ вычитан!е: 
[(«).-«-(«»),]В^+„_,-^-[(п),-н(т),]Б„^„_^-^-...-^-[(»)^-I-(«^)^В„-^ 

-•-(»)т+.^„ -.-+-. . •-+-(»)п-.-Вт^.= о (Ш) 

4. т в п яисла нечетвыя, тогда по (Л) в (В) вайдеыъ: 

д'»^^»)(0)=Лг^'"+")(0)-+-(«я),2г^'"+''-'^(0)-1-(тХ^^'"+"-«)(0)-*-. . . 

...-н(т)^_,^'(-^')(0) 

д'»^х»)(0)=1Д'»+»)(0)-|-(я),1Я'"+"-*>(0)-1-(п),^^'"+"-«)(0)н-. . . 

...-.-(«)„_.]рт'"-^«(0) 
откуда, при я>т, им-Ьемъ: 

-*-... -н(п),_.В^^.=0. (IV) 

Чтобы освободиться отъ ограничешй, наюженныхъ на числа 
типа получить соотношешя, которыя во вс1^хъ 4 сдучадхъ 
содержали бы одни и тЬ же Б. числа, положимъ въ соотноше- 
нш (I): 

ш=2к; п=2й;-1-2(гн-1), ги^п^ г(гх ^т4/) 
пЬ к л г произвольпыя ц'Ьлыя числа, получимъ: 

Въ формул-Ь (II) положимъ т=:2к, п=2Л-ь2г-1-1, тогда 

[{п\М^\Щик^ г)-*-[(л),-1-(т)з]52(ай+г)-2-*- 

-^..-^(п),^.5и'-=0 (2) 

Въ (Ш) положимъ т=:2к — 1; л=2Ам-2г-*-2, получимъ: 

-^...-^(п),„.5еА=0 (3) 

Наконецъ, въ (IV) полагаемъ: т=2к — 1, м=2й-1-2г — 3; 
вайдемъ соотношен1е: 



— 44 ~ 

. Вс% полученная^ С00ТН0Ш6ШЯ даютъ^ такицъ образомъ, возмож- 
ность вычислить Вф1^+^)^ зная числа, ему предшествующхя до 
В^1^ включительно. Такъ, полагая А;==3, г=Й, мы найдемъ таш 
соотношеМя между числами отъ Д^ до В^: 
Ъъ 1-мъ случа'Ь т=&6у п=12, и им'Ьемъ: 

61 Д ,-1-480Б,,-1-923Д ,-1-495^, „-1-6б5,-1-5,=0. 
Во 2-иъ случае т==6, п=яв11, и следовательно: 

Въ 3-мъ случа'Ь «павб, п=12, такъ что ва^енъ: 

1 7Д ,н-230Д «-н79?Д ^н-ТЭгД ,н-220Д-н1 2 Д =0. 
Наконецъ, въ 4 мъ . случа'к т^5, п=13/и потону: 
,. 69Д«-|-710Д,-*-171бД.-1-1287Д,-1-286Д-^ДЗВ.=0, 

\ 

Облагая въ формулахъ (1) — (4) г=г=0, мы получаемъ соотноше- 
Н1я, въ которыя входятъ Б. числа отъ В^1^ яо^^к включительно./^ 
Такимъ образомъ, отрицательное Б.^ число Б^^^^ т.-е. (2А-*-1)— ,|^^€/ 
считая отъ Д, мы можемъ вцчислитд по значешямъ к предше- 
ствующихъ ему чиселъ. Формулы (1) и (2), при г=0, приводятъ 
къ одному и тому же соотношешю: Н1^^\ г ^ 

Это и есть вышеупомянутая формула Зейдля/ • 

Подстановка г^=0 въ (3} и (4) даетъ еще двЬ формулы, анало- 
гичныхъ формул'Ь Зейдля. Кром4 того, въ (3) и (4) можемъ еще 
положить г^= — ^^1, ибо и при этомъ допущеши л^'Ш. Получимъ, 
однако, въ обоихъ случаяхъ одно и то же . соотношевие: 

(4й-1)Д,_,-н(4^-3) ^^^~^^^^^^~^^ Д,_,-4-...-4-(2йн-1)Б,,=0, 
таЕииъ образомъ, положительное Б. число В^^_^л, е. (2й)— е, счи- 



) 
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тая отъ Д, можно вычислитя по этой форму 1*6 бъ фунщ1и лишь 
(к — 1) предшествующихъ ему чиселъ« 

Во всЬхъ разобранныхъ случаяхъ мы считаемъ к^1. Полагая 
Л=1, МЕГ ваходимъ бвъ формулъ (1) — (4) соотношешя между чис- 
лами отъ Д(;.ц.2) до Д? ве содержаш1Я членовъ, свободныхъ отъ 
Б. чиселъ. 

Кром'Ь приведенныхъ формулъ, Штернъ, пользуясь т'Ьми же 
прхемами, получилъ значительное число и другихъ соотношешй 
между Б. числами. Вс^хъ ихъ дриводить, однако, н^тъ надоб- . 
ности, такъ какъ существуютъ формулы общаго характера, позво- 
ляюпця получать соотношенщ между Б. числами любого вида и 
въ вровзвольцомъ количестве; мы ихъ выведемъ въ У-й глав*]^., 

§ 13. Формула 1. вемоесЫ. 

Формула Лаоласа (§ 9) долгое время оставалась единственными 
и8В']^С'^нымъ независимымъ ращональнымъ выражешемъ Б. числа. 
Новое выражеше нодобнаго рода, бол'Ье общее и заключащее въ себ^ 
ф. Лапласа какъ частный случай, было дано въ 1852 г. итал1анскимъ 
математикомъ А. ОепоссМ, который вообще много занимался чи- 
слами Я. Бернулли. Онъ воспользовался при этомъ разложен1емъ 
въ рядъ той-же функщи, которая послужила и Лапласу для вы- 
вода незавксимаго выражен1я Б. числа; именно: 

е^-ь1~2 ^' 1.2 ^ ' 1.2.3.4 

• • ^^М.2...2п^ 

*~^ (2^'* 1) _ 

т. е.В^^ — ^определяется какъ коэффициент* приа?^'* * въ раз- 

ложеши функцш ^ — г . А. Дженокки показалъ, однако, что, 

в -•- 1 

ВЪ ц^ляхъ общности, удобнее, вместо прямого выражен1я этого 
коэффищента, употребить косвенный прземъ, имению, вычислить 
коэффищентъ при х^^~~* въ рагложен1и бол^е общей ^функц1и 

— ее — ; и въ полученномъ выраженш положить а= — 1, ибо тогда 
эта функцш переходитъ въ ^ — г . 

. в ."+* X. 
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Пусть 2п — 1 мен-Ье нйкотораго ц^лаго числа т, тогда пред- 
ставляя нашу функщю Бъ въ вид'Ё: 

^ ^ ^ " -. (1-0-^ 



ае"—! а— 1—0(1— е*) а— 1 (а— 1) 



о' 



И им'Ья въ виду, что 



(1_е-)«^... (1) 



в^=1н ^ ^' 



1 1.2 

заключаехъ, это х*"~ ' войдетъ лишь въ т^ члены разлсжевхя (1), 
въ Еоторыхъ показатель количества (1 — е^ мен'1е т, такъ какъ 
(1 — е'^"* не можетъ содержать х въ меньшей степени, ч^^иъ я;*^. 
Поэтому, мы должны разсиотр'бть только сумму членовъ: 

1 а ,, ^ а^-^ 



(1_е*)н-...-н -Г_- (1-е^Г-\ 



0-1 (о— 1)*' ' (о— 1)' 

что, суммируя, можно еще представить въ вид^^: 

о*"- 41-е'")"'-' 0(1— е'^) 1_ 

(0—1)"* ' (о— 1) 0—1 1 (о— 1)'"— о"'(1-е*)'" 



« (1-е^-1 ^"-^)"' ' ''^"-^ 



0—1 



Но, развертывая числитель этого быражен1я по формуле бинома, 
находимъ: 

о"*- (л»),о"*-'-1-(т),о"— *— . . . -н(— 1)"»— [о'"-(и1),о"'е*-1- 

-н (т),о"*е'"'— . . . -1-{—1у"аГе"^= 

с=(т\ аГ- '(ов*— 1) - (т).о"*-*(о»е**-1)-4-(ш),в'"-»(в»е»*-1)— ... 

.,.-н(-1)'"-'(о'"е*^— 1). 

Такъ какъ, дал^е, 

к кх ч 

"Л ~ =0*- 'е<*- '>"н- о*- V*- «''-+- . . -1-ае''-*- 1 , 
то сумма разсматриваемы^ъ членовъ приметъ видъ: 

^* /г 
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>*! . -,Г 



н-ае'-+-1)н-. .. 



(^1уй|и.а'"--(»м),а"'-'(ав*-н1)-н(ш),(а'е 

Зам'Ёная, что въ разложеши е^^ коэффищентъ при ж*"""* есть 
{к _1М > находимъ, что въ разсматриваемой сумм* коэффищентъ 
при :г*'*'^* будетъ им^ть такое выраженхе: 



"гп — а/о<га— I 



он-1) — 



1.2...('2п-1 ) • (^ {-(-),«-'-(-).а"-Ч2 

— (т)«а"'-*(3*"-'а*-н2»"- 'а-1-1)-«-. . . 

Полагая зд^Ьсь а= — 1, находоыъ: 

Ч 

-*-{т),(3*"-»- 2*"-'-1-1)-. . . 
. . .-н(»») ^_1)'"[(ш-1)«'-'-(т-2)*«-н-. . .-н(-1п} 
Отсюда найдемъ: 

^^«=2^ • ^|(т) -Из(2--'^-1)-*-К(3''*-^-2^'^-^н-1)-... О 

ц-(_1)'^[(^-.1)*'»-1_(пг— 2)*'*-*-|-(т— 3)*"-*-. . .-!-(— Х)*^]} 

— формула ДженокБи. Весьма зам'Ёчательную ея особенность со- 
ставляетъ, каЕъ впдимъ, то, что въ нее кром'Ь функцШ отъ 2Пу 
входитъ еще произвольное ц'кзое число т, подчиненное одному 
только условш: т^(2п — I). Поэтому, давая т различная значе- 
шя, получимъ сколько угодно неаависимыхъ выраженШ для одного 
и того же Бернулл1ева числа ^^2^. 

Наименьшее значеше, которое въ выведенной формул^^ можно 
дать числу т, есть 2п; тогда она приметъ видъ: 



ги-/7 



— ^ — 



-|-(2п)ДЗ '"-'— 2 '"- '-н!) — . . . 
...— ^2п),„_,[(2п— 2)*"-*— (2»»-3)'"'~*-*-(2п-4)"— — . . .— 1]-1- 

..гь[(2п— 1)*"-*— (2п— 2)^"-;ч-(2п-3)*'*■~*— • . .^ 

Легко уб'Ьдвться, что это выражё^хе тождествей1^об^ формулой 
Лапласа. Для этого иредставимъ ' его въ вид^Ь: ^ 



■ X 



В..= 2** 



|^{(2п),-(2«), . 2"-'н^(2»г), . З'»"'- . . . 



«« (2»"_1)21 

. , .- (2п],„_.(2п-2)'"-'-н (2я-1)*"-']ч-[(2п),-(2пХ5^»'-'-н... 
• . .н-(2й),„_.(2п-3)«''-М2»-2)'"-*]-ь[(2»),-. , . 

, ... _ (2»),„_.(2п-4)'«-'-*-(2»-8)"-']ч-. . . I 

Принимая теперь во внимаше. формулы {А) § 9 зам^чаемъ, что 
то же выражен1е можно п]редставить такъ: 

-4-(.2п),] -...}, 

а это и есть формула Лапласа въ томъ вид^, какъ мы ее им^ли 
до нреобрАзовашя. . 

Формула Дженокки обнаруживаетъ важныя числовыя свойства 
Б. чиселъ, какъ это увидймъ въ У1-й глав*. 

§ 14. Фермулы Крожекера. 

Два незавйсимы1ъ выражешя для Бернулл1ева числа еще болФе 
общаго характер11, ч'Ъмъ формула Дженокки, и весьма зам^чатель- 
ныхъ по своему составу были получены Л. Кронекеромъ (3. йе 
ЫопуШе, II з.Д), который основывался при этомъ на изсл^дова- 
ти разложешй двухъ функц1й бол'Ье сложнаго вида, ч'Ьмъ т*, ко- 
торыя мы им^лп до сихъ поръ. 
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Первая нзъ атвхъ функций есть: 

7(а?)=(е~-+«-"*) (в*'-«-е-**)(<«"-нв-*^ . . . (1) 

Пусть число ыЛтъ членовъ въ этом% произведеши будетъ щ 
соотв'Ьтственно п количествамъ а, Ъ^ с... Д1ши1 уммжеи'о! яаД- 
денъ: 

причемъ, очевидно, су1гмирован1е распространяется на всевозмож- 
выя комбинащи знаковъ -§- и — въ показател']^. Разлагая же вто- 
рую часть того же быражен1я 9л рядь, мы получимъ: 



Г(^)=2-^Р.а^Р, 5-^-Р. ,-^3 



« • 



гд'Ь чрезъ Р^ мы для краткости означаемъ симметрическую функцго 

получающуюся отъ того, что мы беремъ всевозможныя вомбина- 
цш знаковъ-*- и — ^про а, Ь^ с... Очевидно, однако, что таюя 
симметричестя функц]и при нечетномъ к обращаются въ О, такъ 
что получимъ: 

Л=сс 



Съ другой стороны, если продифференцируемъ логариемъ про- 
изведен1я (1), им'1^емъ: 

7\х)_ е^^— е"''^ е^^— е"*^ в'^— е"""* 



или, разлагая каждый членъ полученной суммы въ рядъ: 
7(а?) 1.2 *^' 1.2.3.4 ^*^** 1.2.,. 6 •^'''^' 

Отсюда: 
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Л=со 



Г(*)=:Г(а^)5]^^^^ДЛ^'*-* \ (3) 



*=1 

■ • ^ - ^' 

Но йзъ уравнешя (2) лл^^жь: 

А;=со 



ГН=2"н-21^ --" 



Р. 



подставляя эти зна«[ешя, въ (3), им'Ьемъ: 



»-'-'Л 



или 



у 2А;.Рд^^ ^ аА;— 1__/ лл^. 
^ОГ^^ _|^ 2 ^ 

Л12М.2...2А; ""V 



гд* ВС* суммы берутся отъ Л=1 до й=со. 
Положимъ зд']^сь для краткости: 



гк 



2^*(2**— 1) 



2~Л.2...2А;~^**' 1.2...2Г-^**^«*~ ^'^ 
тогда найдемъ: 

Приравнивая нулю коэффищентъ при а?"'*"~* въ этомъ выраже- 
н1и, причемъ т число произвольное, находимъ: 
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Сравнивая это выражеа1е съ изв'Ьстннни формулаки Н1ьютон%(^ 
заклютаемъ, что количества 8,, 5^ . . .а,!.. соотв^Ьтотвенног . равны 
ч^уммамъ 2-хъ, 4-хъ. ..(2&)-хъ степеней корней уравнешя: 

ИЛИ, если 8а|1%нимъ коэффищенты }> и^ъ значешами, 

Р Р 

^ 2М.2 2М.2.3.4 '^'•* 

• 2М.2...(ЗЯ1— 2) 2"Л.2..,ат" ' .г : 

2"Л.2...2т.^*'^-нР,.3.4...2т.5*'^-*-+-... 



ИтакЪу если назовемъ корни этого уравнешя а, {3, у... то имФемъ 
при \к%т: 

или 

Отсюда выражеше Бернуллхева числа: 

1.2...2{л(а"--|-Р"^ч-... ) 
■^«с" ~ 2*'*(2"'— 1)(о*''-4-Ь»''-1-. . .) ^*' 

Согласно съ этой формулой, давая совершенно произвольный 
вначешя количествамъ а^Ъ^с... и составляя зат'Ьмъ ур. (4), мы 
найдемъ значешя всЬхъ Бернулл1евыхъ чиселъ, указатели кото- 
рыхъ не превышаютъ степени этого уравненхя, чрезъ симметри- 
ческ1я функщиу выражающ1я суммы одинакихъ степеней его корней. 

Такъ, чтобы найти Б^^В^^Б^^Б^^ достаточно при составдеши 
исходнаго уравнешя (4) взять т=4; произвольпыя же количества 
въ числ* л=3, пусть будутъ а=1, й=2, с=3. Тогда уравнеше 
долучитъ видъ: 

4* 
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4»ЛЛ^ «М»«.3.4 2М.2...6 2*Л.2^..8 



1 1.1 . > 



Въ давношъ случае: 

отсюда найдет: 

Р,=112; Р,=3136; Р,=101632; Р,=3490816, 

и 7раввен1е, по увроЦебш, прииМъ в11Д!ь: 

45«'-«-315я*-ь735««-+-794г*-1-487=0. 

Чтобы найти В^,В^^,В^,В„ мы должны вычислить сунны 2-хЪу 
4^ъ, 6-хъ и 8-11 степеней %0ръбВ )зтого ур)9.^нев1а; прин'Ёвяя дла 
8Т0!Г9 форнулы Ньютона, вайденъ: 

_ _98 1688 _ 16568 > 

5. ^14, 8,_д, 5,— ^^ ,5,— ^^ , 

Дал^е: 

1*-*-2*-ч-3'=14; 1''-^2*-нЗ'=794 

1«-,_г«н_»«=ы198; 1«н-5«-|-3«=68^8. 
Поэтому, ва основав1и выведеввой формулы: 

12 34^ 
д 1.2.14 _ 1 ^ 1.^.й.4д ^ 



*Л,^Лт 



2*(2^— 1)1'4 6 ' ♦" 98.2«(2'— 1)~ 30' 

1.2... 6. 1588 1. д_ 1.2... 8. 16558 1 

16.2'(2*— 1).794™42' ■^''"-~"2'(2«—1). 6818.45"" 55* 

^^р^тое внря«ев1е Б. числа, подобяое (I), ны найденъ^ разеиат-^ 
рквм фуввщю: 

Щх) =(й**— «-«""Хе*^— е- *«')(е'*— е-"*) ... (5) 

тф, во йрежн^ну, число всЬхъ количествъ а,Ъ,<е. .. оусть будегь 
п. Д'Ьлаа умвожев1е, найденъ: 
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^-4-Л*(=^в— ^=^«...) 



гд:Ь знакъ предъ е соотв'Ьтствуетъ произведешю знаковъ въ пока- 
^ател^Ь. Разлагая, цедтому, фущзд1ю Ж(а;) въ радя, мы должны 
получить: 

гд'Ь ^К^ ознанаетъ симметрическую функц1ю: 

оринемъ знакъ, стоящхй предъ скобками, всегда нредставляетъ 
произведете знаковъ внутри с;|^«1съ. Дв^^со^ <Ц9М;о^ ^фдздцса, 
что равлохенхе ТГ(а;) въ рядъ не будетъ содержать степеней х^ 
меньшихъ х^. ДМствительно: 

> • 

N/[/1 1^ *'«* /1 1^-_Ь'«* ч1 



Отдельные множители будутъ зд'&сь, очевидно, начийатьси ие- 
нами 2аа;, 2&а; ... и содержать о? лишь въ нечетныхъ степенахъ. 
Поэтому, разложенк Ж(лр) будить ндчин&тьея чд^мъ 2\(фе..л^ 
и содержать че^ныя или нечетныя степени о? въ заотедмости отъ 
того, будетъ ли п числомъ четнымъ, или н'Ьтъ. Итакъ: 

^ ^ *и1<1 . 2 . . . (л-н2А) ^ ' 

Ь=0 



причем», шрсъ мы замЪтими, ^^^=I2'^.1.2. . .п.а.&.с... Пели же 
продифференцируемъ логариемъ произведен1я (5), амушйъ: - • 
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'"~"^« ^ал ^—ах "^^•Лх ^ — ба?"*"^» 



шга, разлагая отдельные члена въ ряды: 



• • 



*ч - ■ 



\1 



Ж^а?) _ 1 р 2Уа ; 2 Уж* 

ТГ(а!)~ж * 1.2 "*"^« 1.2.3.4 

-^-х-*-^* ТЖ^^* ОЖ!-^- 



• • 



Я!=О0 



' ^Но, вакъ СлЬдубтъ я» уравнен1я (7): 






«4 ... , 

и потому уравнеше (8) приметь видъ: 

.,„, , .. ^ы\..2...(»м-2й). "^ ^1.2,..(»м-2А;)^ 

У]1Ноа|&имъ и разд4лимъ об4 части уравненхя на т-тг-^ — и вве- 
демъ :4)бо8начбн],а: . 






, . # . ^ 
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^К||^{^^ 1.2... л 2 Л2к а _ ■ 

~Я^ ' 1.2. . .{п^2к)~ ''''^' 1.2... 2к^'^ ^"^^^^ ' 
тогда оно преобразуется въ сл'Ьдующее: 

к=<х> Ъ=сх> 

ЧТО, посл'Ь приведен1я, даетъ; 

*х=0 А;=0 А?=1 

ИЛИ 

Мшл2к «^ •,\Г1 Л*. а^ \^ .^^^:+1 



"" 2.1. 2... п'*'**'' ^^1.2...п'^«*^ 1|^ 



'2 4+1^ 



Я;=0 Л=0 



Предполагая, что всЬ количества а, &, с . . . отличны отъ нуля и, 
сл'Ьдовательно, ^2„ не равно О, мы ножемъ въ посл'Ёднемъ урав- 

ненш сократить общаго множителя г— ^ — ^, поел* чего получимъ: 

Ь=0 А;=0 А:=0 

отсюда, приравнивая О коэффищентъ при ж**^, гд* т — любое число, 
найдемъ: 

^«т"*-^8т-2^5-*-^8т-4^4-*-- • -"^-^^з ^^2т-»-^2^•^2т=0• 
ЭтО соотношен1е, какъ легко вид4ть, вполн* совпадаетъ съ фор- 
мулой, ^ выражающей зависимость между ко8ффи11(1ентами и суммами 
одинакихъ степеней корней уравнен1я 



.«т— « 
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илиу зам'Ёняя функцш со ихъ значен1ями и освобождая отъ знаме- 
нателя: 

(п-1-1)(л^2). . .(п-н2т)Д„;з?*"*-*- 

Итакъ, обозначая корнв этого уравнешяа, |3уу.. . будемъим^ть 
при 1».^Ы: 

а -*-Р -^-Т -*- ^2^ 12 •.2(л 

Итакъ, дюая въ ф. (I) и (Ц) кодинествамъ а, >(, с . :; , 11Шизволь- 
ныя 8начен1я, можемъ полупить сколько угодно выраакенШ для 
одного и того же Б. числа. Эти &ыражешя могутъ быть весьма 
зам^^уательны 1№ томъ случае, хдогда количества ^1 &| с\ . . подчи- 
нены какимъ'Л&бо особыми усд091ямъ. Такъ, пола{М1я,ч'ГО(Я^Дс... суть 
2т корней двучяеннаго уравнения 

^5««»^1яв0, (а) 

зам§чаемъ, что вс'Ь симметричесшя функ1(1И его корней гада, 

1^р^зд8а''*'4-*''*"«-. . . обращаются въ О, крокЬ -случае, адгда (л есть 
число кратное т^ ибо тогда 

Всл^дствхе этого, вс*]^ симметри^есшя функцш Р^», входящк 
въ уравненхе (4), служащее исходиымъ для (I), обращаются въ О 
кром^ Р,^, и уравнете принимаетъ видъ: 

отсюда 

35 = ±1т = Л Уг=«=а=1=Й:±: \*'^ 

гд* а, Ь... суть ВС* различные корни уравнешя г^"^ — 1==0. 
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Точно тт^^у сишштрцадскк фуякцщ 18,^, входящщ в*^ ур. 
(9), служащее «еходнымъ для выражешя (И), обращаются въ О 
кром'Ь В^^ и Д^; последняя, |шсдь мы видели, есть: 

Ат=3""-1 2- . .2т, обе. . . 

но произведете корней двуиеннаго уравнешя (а) есть — 1, по- 
этому 

Д^=— 2»П.2. ..2т, 

и основное уравнеше приметъ видъ: 



или 



отсюда 



-7-^ ^.2т-+-2т ^,^ ^ '^ ^^ — г-о 7— =0- 

1.2.. .2т — 2**^.1.2. . .2т.1.2. . Лт 



^гт— 2*"»(2т-н1). . ЛтЪ"^^"^^^^"^ ' ' '^"^ 



гд'Ь а^Ъ. . . суть корвв двучлев^аго уравнешя (а). 

§ 15. Представлен!^ Бер1улл1ева числа въ ФормЪ опред11леииаго 
интеграла. 

Подобно другимъ Эвлеровымъ формуламъ, и данное имъ неза- 
висимое выражен1е Б. числа 

ю 9 /_ пп+1 1>2...2п Г ^_^._^... 1 

а 

было подвергаемо различнымъ преобразованхямъ, причемъ было 
замечено, что безконечный рядъ, входящ1в въ 9ту формулу^ м^- 
жетъ быть различно выражаемъ чрезъ опред'Вленнме интегралы; 
такимъ образомъ, было найдено н'ёскольбо выражетй Б. числа в% 
форм^ опред1}леннаго интеграла. 

Чтобы получить ихъ, разсмотримъ предварительно опред'Ьлен- 

иый интегралъ: 

1 



Такъ вавъ 



О 
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ТО 

О 

Въ силу 8Т0Г0 

1 _^ 1 



о о 



^ — 1..2.0. . .(2л— 1) I 1 -»- "о^м ■"•" ^7^ "*"• • • I 



I в потому 



1 






•,.;•...■' . .• .■ . •■ -,0 

ИЛИ 

О 

Ес1и .зам1>нииъ въ этомъ внражевхи х чрезъ в~^'у им^емъ: 



СО о 



II 



Полагая въ последней формул^Ь 0=2:1 {, найдемъ: 

со I 



(Ш) 



о 
Это выражев!е было найдено ран^Ье всЁхъ другихъ фррвсулъ 
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подобнаго рода математикомъ Оюуапш Папа (Мёш. (1е ГАса(1. (1е 
Тигш, 1820). Представляя его въ вид4: 

п + 1. Г б~^"* ''"""* ^. 



5„=(-1г*'4« ^ -^-^^ 



о 
находимъ, интегрируя по ^астямъ: 



/^^ *=...-Мг|=?!1'-(?^|,..-.,а-е-.,« 



и потому: 

со со 






о о 

и 

со 



•/' 



■ ■ — 1; 

си (IV) 









о 

Еслв положвмъ зд'Ёсь и=ах, то ин^еиъ: 

со ' "' " У' 

Чтобы получить другой рядъ подобныхъ формулъ, преобразуешь 
еперва Эйлерово выражеше Б. числа. 
Именно, такъ какъ: 

1,1. 1 .1 _ (-!). "-^42^)'"^,, 

I -^ 2'" ' 3"» 4*" ' 2.1.2. ..2п 

то 



1 1 1 _ (— 1) "*Ч*"В,„ 
2»» •+-435Г-^ б^г-*- 2. 1.2. ..2» 



■ • 



Умноживъ последнее равенство на 2 и вычитая изъ предыду-» 
щаго, им']^емъ: 

* • ■ ' 

' «^ 1 1 1 /'9*'**^^ 14 

X 2«»^3*» 4*^* -*"••— 1—^^ 1.2...2П ^«« 
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л 



-о,я=\ 1^ (2*''''*--1)7:** [ 3*** 3*" 4*** ^ 

Входапцй въ это вцражед1е безконечный рядъ можно, какъ и 
въ первомъ случае, «ырдзить чрезъ оаред'кленный интегр&жъ; дей- 
ствительно: 

О о 

=^ — 1.2... (2л — 1) I 1 о>» '' 3'^' ^ТГГ "•"••• I > 

Л 11 ^^ \_ 1 Агу)»-»--^ 

\^ ^Г^У^ А?^-^'-)— 1.2. .. (2п— 1^ ' 1-1-я? 



и следовательно: 

1 



Лх 

' 1-#-Я? 

о 






О 

Заменяя зд^сь х чрезъ в~', им^емь: 



и 



(X) 



о 

Если же положвмъ ^9^=27т{, то изъ (УД) найдемъ: 






О 
или 



со ., 
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ГДАВА Ш. 

И8СЛ%дован1в БернулЫввыХЪ чимйъ 1^ «вязи еъ Бернуллвввыми 

фуМнцЬгмм. 

Вс% уазвмотр^^шке въ ирб^дущвй Г11шЪ ъозврашые ряды к 
выражен]я для чисел^ь Я. Бернул^№ представляютъ, какъ мн ви- 
дели, результатъ удачной разработке ваплъ» вомда^ящнж^ еще 
Эйлеромъ. Новымъ шагомъ въ развит1и теор1и Б . чиселъ было из- 
сл']^доваше ^ойспъ Беряулл1ткх^ фу&щШ« На1АЛо еиу было по- 
ложено Раабе; зат^мъ оно продолжалось, главнымъ образомъ, въ^ 
виду желашя математихм^ наЙ1?1г доа&лксгтелпьтй членъ для фор- 
мулы суммировашя Эйлера, ибА 9тотъ вопросъ требуетъ знан1Е 
свойствъ Б. фунБЩЁ^ Ои^ йылъ разрЪшею вайЖвЪ ^^дачно и фор- 
мула Эйлера сд'Ьлалась одной Изъ 0€Ш)вныхъ фориулъ Математи- 
ческаго анализа; изучен1е же Бервулл1евыхъ функц1й продолжалось 
в^ виду представляемаго инп ивтересА и привело къ открыт1Н> 
многихъ зам'Ьчательныхъ ихъ свойствъ. 

Ъъ тлт^^щЛ тжмЬ пы 1С0СН6ЙСЯ, одйа1?о, 'голко Н^ евойсгвъ^ 

Б. функцШ, которыя необходимы для дальн']^йшаго изуче1^я Б. 
чиселъ. 
^16. Свойства Бер1улл1евы1ъ ФумкцШ. 

Какъ мы вид'Ьли въ 1-й гдав^, Берну1Л1ева фунБЦ1я ии^еть сл'Ь- 
дующ1й видъ: 

и ЖйО'тб^ ст)йс1гво ея то, что для ц*лыхъ значевШ пережуй- 
наго X ойа 'Обратца^зтся въ сумму одинакигь п-хъ степеней йа- 
туральйтахъ чтеел1> отъ 1 до (х — 1) включительйо: 

Такъ какъ Б. фуйкщи не содержать постоянныхъ колйчествъ 
и степень перетнАййаго въ нихъ, начиная съ 3-го члена, пойи- 
жается на 2 единицы, то посл'Ьдн1й членъ Б. функщи будетъ со- 
держать либо Ху либо гг*. Отсюда два рода этихъ функщй: съ- 
четнымъ указателемъ: 
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х'"-'- 



♦ 1-2>8Д ^ -*-•• 
...^Ва ХЛТТЛк ^~^ -н...2;.„« (3) 

4 • 

И съ не^етяшиь указаФблемъ: ^' 

■^* 1.2.3.4 , ••• 

„ (2п-1)(2п-2). . <2й^2й^1) ^,„_,> . 
••-*-■»»& 1.2...2А; •• 

„ (2п— I) ^, 

■ ■ ■ ' • ■ 

Очевидно, что 9^(0)=0; сверхъ того, для ц'ё^ц1хъ. значешй пе- 

рем^Ьннаго 

?п(а')-?«(а^1)=(а'-1)"; 
отсюда: 

9»(1)=0; Т«(2)=1 (5) 

Изм-Ьняя во (2) X на (а?-*-1), им-Ьемъ еще: 

если ^ос=\. Это, впро^емъ, сл'Ёдуетъ изъ самаго опредЪленк Б. 
функцш. Такдмъ образомъ, конечныя разности Бернуллхевыхъ 
фунЕцШ для црцращешя перем'Ьм^Ьннаго на 1, выражаются чрез- 
вычайно просто сравнительно съ другими функцхями. Это свойство, 
очевидное, когда перем'Ьнное Б. функщи есть число ц'Ьлое, мо- 
жетъ быть доказано и для какого угодно значен1я ея перемЪн- 
наго. Для этого зам^тимъ, что непосредственно изъ выражешй 
Б. функцШ (3) и (4) сл'Ёдуютъ так1и выражешя ихъ производныхъ: 

(6) 
?^п4-1(^)=(2п-Ы)(р,^(а;) 
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йлй вообще 

Дифференцируя это равенство п разъ, мы получимъ такую т^б-. 
лицу посл^довательныхъ производныхъ Бернуи1евой функц1и: 

?«"(а;)=Ч(л-1)?„-.(^)-'--В«-.] 
?„"'(^)=п(п-1)[(»-2)?„_,(х)-нВ„_,] (8) 



9Л«)=«(»^1)(п-2). . .[(»-*^1)?«-*(«)н-В._»^.] 



Ф„<''>(а?)=п(»-1)..,3.2[Ф,(я;)ч-В.]=л(п-1). . .2 [а?- 1] 
9„<''+ "(а?)=л(и— 1) . . . 3 . 2 . 1 . 



Но конечное приращеше функцш /'(а;) степени (п-1-1)-й иа 
првращен1Я сг на 1 иожетъ быть, по формуле Маклорена/ вы- 
ражено тавъ: 

/(»-«)(1)_/ч>-«)(0) _, Г>(1)-ГЧ0) ^„ 
•• 1.2...(и— 1) '^ "^"1.2...» *• 

Полагая вд^Ьсь /(о;) = 7п(^)> им'Ьем'ь на основанш всего выше- 
сказаннаго: 

Этимъ свойствомъ Б. функщв мы часто будемъ пользоваться 
и пре&де всего прим^нимъ его къ разсмотрЬшю значен1й Б. функ- 

цШ при х='^. По доказанному: 

Т,„(а^)-?,„(а'-1)=(^-1)*"; 
съ другой стороны 
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Изм^^няя въ 1-мъ изъ уравненШ х на (1 — х) и складшш его 
ср 2-мъ, найдемъ: 

?«Д1— «)-+-?2п(^)=0 



^ (т)= ^- ^^^^ 



Функщя же съ непт01исъ укаште^цъ при .а;?=?к^бъ О не обра- 
щается. Бъ этомъ нельзя, вирочемъ уб'^Ьдвться . т'^Ьмъ • способомъ, 
коггорБ1й.>«1Ы врвлагащ п 9^п(^)г 1^60, состишя для ^тото случая 
равенства, авалогичныя прежнимъ, получили бы тождество. Можно 
однако, иначе усмотреть, что ф^^С^)» обращаясь въ О при а;=0, 

х=^—, \я:=1у не им^етъ корней , между этими знач^шями и по- 

■ 1 

тому сохраняетъ свой знакъ при пзм^еаЬхъ х оть О до-^г-, м-Ь- 

йЛе^ его, пе|)ехОдй чрез^ О при *^=-2"> ^^т?Бм*б не м4метъ его 

* 

вплоть до х^=1. Функщя же съ вечетиымъ указателепъ н« пк^Ьетъ 
корнейо междуг ^^=0 и 12^1 и вотому при изм'Ьнешяхъ х отъ О 
до 1 сохрвцяетъ свой знакг. Эти свойстба очегадны дл1г фуйки^* 
съ малыми указателями: 

, ч о;* л? X 

. ; , ^ Х^ Х^ X Х/ 1 \, .. 

поэтому, предложен1е будетъ доказало, если мы, допустивъ, что 
оно справедливо для Ф^^-Д^) ^ ?«п(^)> докаасемъ, что оно должно 

ИМ*ТЬ М-ЬСТО для фуНКЦ1Й ^^п+^(р^) ^ ?2я+з^^)* Д*"^ ЭТОГО ДОПу- 

стимъ сперва обратное, т. е. что о^п+^(^) ^м-Ьотъ некоторый ко- 
рень Е, заключающ1Йся въ промежутке отъ О до 1, напр. неаду 

О и—, или между — п 1. Но тогда, по теорем* Ролля, производ- 

ная 9'«л+1(*) должна им^ть корень между О и ^ или между— 
и ^, а это невозможно, такъ какъ 



%- 










ТО очевидно, чтсг к11м^\1рьакф} ф,^л(<||у до^Ь^Шмтъ своего наибожь- 



шаго И1И наименыпаго значетя и, сл'Ьдовательно,^ при непрерыв- 
номъ из]1&венщ.~|Р отъ О до -^^^ все вре]га^11г^Ьш9ётЦ одинаковымъ 

образохъ, а посл^ того^ какъ х сделается равнымъ -^ , изминается 

въ обратномъ смысле. Дереходя; теперь Еъ.Дункцш 91»ч->(^)> А^* 
^|усти]Iъ, что она обращаешься в^* О при какомъ-нибудь значенш 

х==1^^ отличномъ отъ 0,-^, 1 и заключающемся въ промежутке 

/ 1\ /1 \ ' ' 

I О, -^ 1ИЛИ же ( -^, 1 1; тогда произвоДнаа еа: , 



?'*.+^0^0=(2»»-*-2)?^^(*)н-^5и.^ 



/■)!• ;Н;^ 



д«л«ва жм^гт шревв жежду • и I' ж крунЛ корек^ меж91[у Т % 
--^ или кё первъЛ корень ме;^-^ и ^\ а в7;о]рой меа^су ^^ ц 

I, «^ 7в(: лц^о Л пррмеву1жк /о, ^и лбо иехку^ 1г 1 ' дби|Ш 

шИл 2 мржа Но въ сиу 1уго»^ что> был»' ь шЛ /ч яНЛЫ ё ийй№ё- 
нш 1^^^|(Ь8), вавлючаещъу что фуякчМ ' ■" ^'^ г . 'пг N 

можетъ только одинъ ра№ МфатиМса въ О^йри йзмкАёШхъ х 
оп^ в др к-, н^лько,|«13ъ хфуо и а|И ^ 1у | уа х^ X ош(^ до 1^ цр- 

этому, предположеше о существовали корня ^', приводящее къ 
сл:Ьдрт^1ю, Ч1Ц ха 1жЬ фунщщ. ]Ц(феН [два^Форяя въ 11ро||ё^утв4Ь 

5 
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что наше]Предлоа|ете справедливо для 92п-|(^) ^ ?2п(^)' >^ Д^' 

оно справедливо для ?|(^)')|11 ^«(9)1 ш пщ^Ц^л ]ВО0бще)епр8бех10во. 
На основан1и доказанныхъ свойствъ Б. ДункцШ легко получпть 

новое и важное ^ш^аакеше. р. : чк^м^а:^^ инте- 

гралъ; иненно, но ф. {&) этого § 



9'|*|(«^)4«^2||. 9,п^(*)?'«-»^'5«^*и ' 



отсюда: 






; ,: '■1".{^!1Г1:'. 'ГЛ *,')■ Г. 



Г« Гл^Лг— '^*'*»«^'^)1« Ь--®««_ Дп 
О 



;)н:Ь;^ ■■ ■■■■ ;' 



Ч:,. ;• - . ■ 1 



а; ..и:г ;-^'"-'.-^ 






§17. ВткжеИе ^.„.Л-д ]. 



Итакъ, при 0?=-^, Б. функщя съ нечетйымъ указателемъ до- 

стигаетъ своего ^едтаЬтвеЫагб наибольшаго и^№ наименьшаго зна- 
чешя ^а^ ,7^хщ : ,цо1|С|рЩ; ова лол;|^ает»^ври ^ив]ц%нон1е сг «п I. 

Это значеше для 72п>-|(^) точно и весьма дросто выражается 
чрезъ"^ Л?,^* % ^к'бШё^ ' служит! для ^ раскрытая мноЬихъ свойств! 

чц^5^. Я.; Б(?рйу^^||;, поэтому/ мы 'Ьотислимь ^,уг-^( -2^Ыпричем5^ 

^^^к^^ щ^1Р^9№Э|ТЬСЯ: «шоооб^^^г указавнаго акадевцюом^ В. Г; 
Имшенецкимъ ""З. Именно/ ра8лож)1мъ «ъ рядъ ш) ф. Щ 

функц1Ю (р/„^4 (у — а? Ксдрвадот :буДвмъ:.им4ть въ виду равен- 
ство Д|^Р) и, таб#ицу( (8) §-16; дайдемъ: у \ . 



тх1 






*) щО фушо^ягь я. Бернулли^'. Зап. Ими. Казансваго Уяив. 18^0 г. 






• •« 



гж-5;(«|'*»*^1-'Н('^И'1 






.) 






' 14 



1' « А.1 



0=^ 






!'", 



2* - ■ 1.2.3.4 *^- 

« ' »•'■ "■" 1.8. . .2. ' — ■^-^^^тжттт 



.Л 



им^кемъ: 



^*«+Ч2/ *" 1.2 \2/ ^"- 1.2.3:4, ^\2/ 



„ (2п^1)2п{2п-1) / 1 \*"-*_^„ (2п-н1) / 1 \ 



Ш 



1Я+1 . . 1 / 1 \ «Й+« 



_1/'М 1 /1\ 

. 2 \ 2../ ■*" 2п-^а\, 2 / 



ЭтЬ' внраакеше для Ф^^^, ( к-) мы з'внесбйъ въ <греды^Г{^)По 
фО{Н|ф|;; ,1д(((. умножеши об^Ьвхъ пастей, 7равнвВ1я на 2*"-^', оо^»;» 

2«"-Ч2пн-1)[2п9.„_. (|-)н- 2В.„] 

2"'-»Г2п-1-1)2|,(2п-1)[(2п-2)?,„_.|0н-2Б.„_, ] 

"• ^ 1.2.3.4 

5* 



--«I 



• • • 



1.2 ~*~2 2пч-2 2 



I, 



Но тавъ въ (пау соЬ1*нЬп^в№Й Хравра: 

1 1 « (2|М-1) „ (2п-#-1)2»(л— а) 2п-1-1-, 

то, вшштая 8т^ ргцьс^фгво щ» |1р|едщ(|щаго, найдемъ: 
(2Ы-1) 



'. '. * / 



-(1>"--1)В.^]-...-^{в.29.(|)-(?'-ЧА] = 0. 
то йолучимъ: 



* ч^. 



^!^^1^.Г"-\,_, (1)ц-(2«'^1)»,;^«-^в 



откуда 



- ч 



и 

2*"-^2.>^,_(1) 

Вместо изложеннаго «иобоба ^(:1я вычиемвк Фш— I ( о")!^^ ^^ 

ыщщъ сочиценхдхъ , употребляется другой, н:||ццаько всасу- 
ствбнйый прхемъ. Онъ основанъ йа томъ соображенШу что Б. 
фушщш ?,п-|(^) ^^3^1^^^ ^^^ разсматрйваеша &а1^ БодффиЦ1бК№ 
при 0*^"^ умноженный на 1.2...(2|| — Х^въ разюжеши по б^№'' 
пенямъ функцш: 

Въ санонъ д^л^: 



=-= — . е**— 



е*— 1 в*—] • е*— 1 



во 



е*— 1 



я потому: 





-^«1.2.3.4 




.. :\ 1 .. " - 



• «> 



е**_-' 



ТИТ— V т П2"*"-Д7'*--^'-^^*т'*" 



■*^«1:2.з.4"^'^-7^ 



к ^-^>^^.^ 



^•^л 






' ,> . 



гхт(«>=^о'^ 1'.й Г .Ж^'1Ут:2; ' б ' ;'4 ^^^^ • ' " - ' ■ 

.: ■• ■■.::>. : ..••') ..'/1 .!1Л1.1-..;. 

ЩщЩ уудоякетя ця 1 . 2 . . . (2»— :Д)» ^^бвсаджг^щ^ ,д»С7Р^г,.г .< > 



.' -'«.ь^' 



• ■ • 



п> /■.:;. 



^ 
^ 



-ТТЛ?!'*. ^^^1 1.8 * • "* ^' ' • 1.9.^^4'*^ ^^ "'■ '^ 



/■ • • ' I' 






V/ V.» 



'■-' ■■ V.' 



Т. е. ^|1.|(19?). Анйогитанмъ образомъ оп|)ёд%'ляётся и вообще 
9я(а;). Всх1|дств1е этого, ^щ— • ( ~а ) будетъ тождественно съ зна- 

чешенъ коэфф. при 4г*"~', уццозсйааго ^ |.2...(2|| — 1), въ 
рааюжешн по степенямъ я внражен1я: 



1 

е^ — е* 1 . 2 






Но 



5П— 1 






б —1 

2 2 а*""^^ 

' . ■ . ■ ... ^ . ^ . 

Изсл^доваще при поморщи указан^аго способа ^« функцШ при- 
водить къ ра!скрнт!ю цноги^ъ интар^сны'хъ ихъ- свойствъ (8сЫ0- 
шИсЬ, Вег(гапй). 

§ 18. Выводъ Форнуш Э1лера съ дополителкйынъ члеюш^ь. 

Пользуясь выведенными свойствами фувкцШ Я. Л^ернулли, мы 
можемъ получить выр^ев{б формулы сухиироваша; Эйлера съ 
дополнительнымъ иеномъ. 

Зам^тим^Ьу что въ виду важности формулы Эйлера для Анализа, 
изуч^шю . оетадочнаго члена этой формулы: были пбсвящены мно- 
гочисленныя изсл1кдован1я. Такъ, изв'Ьстны труды Пуассона, Якоби, 
Остр6^р^^дска^о, Шлёмильха, Мальмстена и др., посещенные' этому 
предмету. До .ваи^ол^Э простое и изящноэ. р'Ьшеше этого во* 
хфоса принад^жйтъ академику Имшенецкому, который 11рёд40- 
жилъ его въ вышеупомянутой стать*]^: «О функщяхъ Я. Бернулли>. 
Этотъ выводъ формулы Эйлера съ д9ролнительнымъ членомъ мы 
и приведемъ зд^сь. Подобно известному 'выводу формулы Тэй- 
лора съ остаточнымъ членомъ. онъ основанъ на прим^неши по* 
сл^довательнаго интегрирован1я по частямъ къ выражешю: 



(Щ=М^^Г(^ь.-^. 



о 

Именно, мы им:Ьемъ интегрируя по частямъ: 

1 1 



й 

о 



:Гг(ж-1-й«)Лв=^'(а'-ьА)— А Ы"{л-*-Ы)Л$ 



— п - 

ЛО #аав9'« (*)"—Д I И. потому 






-.»•■';•< ( . 1 ■•■- X 



о й 

I 

1 



Применяя вновь тотъ ^ пр1емъ, посл^кдоватедьно цайдею: 



I. . 

1 



=-[?.(«)Г'(я^А«>«* = |^22:^^=^Г"(а^^-Л»)Лг= 



1 



. ■'■ . о ■ • •. . 

1 1 ^ 1 



1 1. 



и»ШЧо^-+-Щ^ «= г 1^?«'^^^-^«] /т(а?-*-й^) Л= 



« ■<.;.1 

1 



= -^1/^(я^**)-Г(аг)]- ^[<Р1(*У"(я^Лл)Л 



О о 

1 



<"-*)(»ч-1^-/'<»*-»>(а?)] - .,. 



о 



(2»— 2)А 



< \ 



%:ш^^т^^^^ 



о ^ 

1 



' О 



1^ 



О 



Умножая, ,0^^ ^<М(1^и дерваго равбй^тва^уна 4-^^, 2-го на — Л^ 

У А» 

З-го на -нЛ', 4-го на — =-^ , 5-го на ^ п о и т. д., предпосд^;|[- 

ихъ пошенно, найдемъ: 

• • -^.- 1.2.Г(2п^а ) (Г-"-'Ч.-А)-/^--'>(*)] - 



«V. 



1 



- 1.2*'.(21-1) /^-.-<'У"":"<»"*'"" 
Заменяя Д чрезъ — -^ и д^кяая привед6111е, им^кемъ: 



• ' » 
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отсюда: * : ; о" .« .м». И .■•"• ■•^».'^! 

ЛГ(»)=[Я»-»-А)-Ла;)]н-Б,Л[Г(а?-|-А) -А»)]-»- 



^ _■ 



,.»'.. -. ■». 



*'0 1П»^+*)-Г'«] 



■^^&:г^("^^-^^^У^^■. ■ ■ 



1 



О 

Та1съ''каЁъ в%^ тшсгЬхвбмъ членФ,. кетбрс!^ обозЬапкъ В^п+й^ 
06*6 подъинтегральныа фунЕЩи изм:Ьняются непрерывно при из1гЬ- 
^щи отъ О до 1 . н 9§^ (|г) сохраня^тъ,^ 1сакъ мы вид-Ьди, въ 
этоиъ промежутке свой знакъ, то; какъ иэгв^Ьстно, мозкемъ написать: 



.1 ' * х1 



О 



> . 



о 



цгЬ Ф<Св<1. Соверлош ин1«грврвван1в, майдем?» по § 17^ (1)с 
И формула Эйлера прякйп такой видь: 



<. 
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Но дополнит1^дьному иену жо«н^^ .;№ть вире ^в^ршеше, о#н(^ 
внваясь на томъ, ^то *(р,^_/(^) йри ^изм^'н^нш ж о^:ъ О до 1 

по^учаетъ нри ^г^== — св^ едщот^^брвпо^ ваиО^ или наимень- 

шее значен1е. Именно, по § 17, (1), им'Ьемъ: ^^ >т< 

О 

Полагая Ла? = Л, ножемъ, следовательно, формулу Эйлера съ 
дополнительныкъ иеномъ представь 'пщъ: I 



;•' ;■• ■ ■ .. ; .!:• • ' . . '■' 



.5» /0«« 



• • • 



(2««_1) 



'^ЩГХ^'^'-Щ^^''"'^^ Щ 



Формулы (П) и (Ш) называютея обыкновенно формулами Мальм- 
стена, который пр|едложц^ ихъ въ 1847 т. (Доагца! (1е Сге^е^Зб), 
но первая ивъ нихъ ран^е была ^пблу^ена Остроградскимъ и по- 
мещена въ мемуарахъ Императорской Академ1и Наукъ въ 1841 г. 
§ 19. Формула Д^^рбу, А ^ ^ 

Изъ формулы Эйлера п^и помощи н^ато|)ыхъ проетыхъ пре- 
образовашй можно получить, какъ показалъ Дарбу, формулу для 
разложеМя въ рядъ ^^любой нечетной фувкщи. Для атОгЬ въ 
формул'Ь (I) предыдущаго § зам^няемъ х чрезъ — а?, Ь чрезъ 2х. 
Найдемъ: 

<1хП-х)=т-^А-х)^В, {%х)\Г'{х)-П--<х>)]^ 

. '■>■ • . ■ ■ . ■ _ 
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^-+'=- о!^^!)/^--'^'^"'' «'(-ам-М^. 



Заи^Ьнаа » чрезъ (1 — ж) , мы получинъ отсюда, им1кя щ Щ^^г 
что 9,^_.(ж)=9,^-.,(-^): (Л 






О 

Еежй водькёмъ иолусзгаШт обоихъ вырааеёшй джя Дпд-п °&б* 
денгь: 

. I ' 

1 
О 

-«_/(«•'+ »(■+-{»— 2а;я)](««= 

I 

1.г..'Ц-1) Ь'""' ' [»..-.(')/"•" '•(^-2«)*- 

О 
\ 1 . 

о ? г: - 

Обозначая [/(я?) -г!^я^] просто чрезъ /(а?), т. ё. разумея" ц^дъ 
этймъ ёииволок^ нечетную функц1ю, найдемъ посл^ иривёдекГя: 



• - 1'.г. ■ .(2п-1) Ь-'<'У""-'"'-'-"«">^ 



* V. 



* I 



О 

;. 1 1 • I . • . . .. 

Преобразуя посд']^дшй членъ, полу^ик^; .<> ;к 



=7в — 

= 1.2 ..2п ^«"^^"'"''<^> 



V - 



•••-^^« мХ.^п ^^^"^-^)^ ^ ^^^ 



Пользуя». »ТрЙ^ ^9|!?«У^<>*. »^0?"^О «^'^У'^*??!?*^]'^?'®^^: Й?3*Р'" 

ныхъ нечетннхъ функщЙ въ рады съ БернулдхевЕши коэффи^е^;* 
танн. Пусть напр., Да;)=8«п!г; получииъ: 



откуда 



'•• • 



— ра8ложен1е|, К0*горое въ 1-Й гл&в^ мы им^Ьдт безъ доболнитель- 
наго члена. 

§ 20. Формула Буля. 

Кром§ ^орщли Эйлбра, существу етъ ё1це одна <||»9р117^||к об- 
щаго характера, служащая для выра^кешя разности 

при помощи н^ЕОтораго ряда съ Бернуллхевыми Еоэффищентами. 
Она была предложена Булемъ; подобцо форц^л'Ё Эйлера, она при* 
водитъ к*^ ЯЮчщтезьному / -^ислу |)а9лож«шй фуцвщй въ ряды съ 
Бернуллхевыми коэффищентами, которыми можно воспользоваться 
для изучешя Б. чиселъ. Мы приведемъ кратчайш1й выводъ ея — 
бевъ дополнительнаго им«. '^ ' ,. ; л» 
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л 






V ■ «г-'о 



' . ' • 



и 



' ■ ■ .... .« . ^ . . I .... 

Для возможности такого равенства необходимо и достатопо, 
чтоби, ((д^въ раздо^еут :. ^0аа^ явр частей цр сте)аеш|мъ К 
ии щ}У1$!Вл^ир1^охп стеофвщхъ Ь оДё^аковы/^ коэ^1ц$1е^ты. 

Поэтому между воэффищёнтами Л должны им^ть м:Ьсто следую- 
Щ1Я соотноще|1^: 



/а . 



\- 



1-ал-о; -15_4_!^.,=о•,^-^5-- А _^._2^.=о. . . 



I - - 



\;- -• 



I ; 



откуда последовательно полушмъ: • 



•* 



\ 1 



'. 



24: 



• * ■ 



чрегъ Б. числа. Для этого сд'Ьлаемъ частное предположен|е|| 1як^ 
/(^)=8=в'; 8Т0 не изд'Ьнртъ.^скомыхъ коэффицдвнтоэФ и мы найдемъ: 

4/(а^):^в*(^-й)*^.Ае•(е^-»-^■)-^^-^А*«'С*^■^-1)-^-• • • 



опуда 



е*— 1 



I. 



\ » ' 



^^ *4,м-ЛЛ*-ьЛ**- 



• *# 



гУ 



сравнивая это съ разложетемъ (3) § 4, видимъ, что: 

^. Г:2~' -**-"' '^»^*" 1.2.3.4 •••• 

и формула Буля долучаетъ такой вндъ: 

. , , . • ...... .. ■^ ■■ 



7в 



5 






: 1 



ныхъ не^етиыхъ Ф7НЩ1Й въ рады съ Бернулдгевнии К09ф11^жщещ 
такв. Пусть напр., /{х)=^гпх; подучииъ: 



«Ял,»П+ 1 



2"» 



■ * • * >. 



^..С099!Г 



1.2. . .ал '^"» 

откуда 

, „ (2а?)* „ (2а?)* 

'^ .'. . . . 
2*"а?""<- ' со^^х 
•••-^^»п1.2...2п* 81яа? ' 

— ^разлоясенхе), К0*горое въ 1-Й глав^ мы им'Ьлй безъ доболнитель- 
наго члена. 

§ 20. Формула Буля. 

Кром§ (^орцули Эйлера, существуетъ ё1це одна ф9р|1[]^л||к об- 
щаго характера, служащая для выра^кенхя разности 

при помощи н^ЕОтораго ряда съ Бернулл1евыми Еоэффищентами. 
Она была предложена Булемъ; подобцо форвц^л^ Эйлера, она при* 
водитък*^ Яюптезьному :^ислу ^а^лож^шй фуцищй въ ряды съ 
Бернулл1евыми коэффищентами, которыми можно воспользоваться 
для изучетя Б. чиселъ. Мы приведемъ кратчайш1й выводъ ея — 
бевъ дополнитедьнаго чл€иа. '^ ' ^ 



47 



• ■•■*. ■ . * 



\. т .. » 



:^;.^т^-Щ 




Н'Шг- 



■л у) ',1. 

I ■ • » ■ I • 1 » ' 



• • • 



-к-^.й«[/'"(*+АКГ'(^Й-ь;-4Л'1Г"(«^А)^Г:Шт^; 

Для ВОЗМОЖНОСТИ такого равенства необходимо и достатопо, 
ятобк, ((дЪ1^ъ раздо^ехт *: ^^±яа^, явр ч1|1С1!ей цр етерющиъ К 
мы ' п|[4]М1^щш^ одшчко^ стеюн|[хъ % оДйцаювы/^ коэ^пфйты. 
Поэтому между воэффищентами Л должны им'ётб м:Ьсто следую- 



щш соотноще 



^ 



\ . 



< 



' _ 



1 • ■ Ч • - 



Л^ 



• I 



откуда последовательно нолушмъ: 



^4— 5^,Л«0, 4з««- * 



* . 



л: 



84: 



• * ■' 



МО ^(щ цощтщыъ^ щщо ^хн «шаффрщерт «01711» 4^^ щ[1ммны 
^езъ Б. числа. Для этого сд'Ьлаемъ частное предположен|е|| 1як^ 
/(а;)=8=в'; это не из]^'Ьнртъ.|1Ркомыхъ коэффицдвнто^ и мы найдемъ: 



опуда 



е*— 1 



1. 



г«»44*-«-ЛА' 



• <* 



сравнивая это съ разложетемъ (3) § 4, видимь, что: 

Л,— ^-^— , л,— и, А=»^' 1.2.3.4 •••• 
И формула Б]|и1я долучаетъ такой вндъ: 



'У 



, ..'. ' I. 



1.2.3.4 :(!:*,!";>) ■.'■ ,:-\л^"У. 
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Подобно формуд'Ь Эйлера,'» 8та<;формум: МОЖ0Т1& бцтш йре- 
образована такъ, что^ бу^^етъ давт раздоя^ен^^ въ рядъ нечетной 
фунБщи отъ 2?. Для ВТОГО, ка^^ ц0каз№ Да^бу^дблясно заменить 

ВЪ ней я? ч^р^зъ— ^- и ^ чр^^1ъ их. Полу^имъ: 



2ВД2^— 1) 



*• 



т^т- [/"'(|)^"(-|)]^.;: 



ИЛИ ;;_ (.:..„. \ .. 1:: ■ -О' К1 к -.-:--- :0:-^. К' 









• • 



Ошамй 1ЁМе1«ую ^уМЁ1<{1б!^']11[^)^(-''^ Ф|[я?); йайдем^^ 



».: < 



Такъ, полагая по прежнему Ф{х)^=:^пх^ получимъ: 

л. т а 1«^.Э«4 

откуда 

2Д,(2»-г) ,^ , 2Л;(2«— 1),. „' 515,(2"— 1)';, •"' 

— разлоясеше, которое иначе мы ^получили въ 1-1к глав^. 

§ 2Ь Соотюшеи^я щежду ^Бериужл^евнкн чЕишй^'^мяучаения юъ 
ра8енотр1111я Б. ФуикцЛ. 

ВыведеннБ]^и , свойствами Б« функщй ми восоользуемся теперь 
ля дальнЪ^шкго изсЛ'Бдованхя Б. чиселъ, прнчёмъ прежде всего 



—.79 — 

юмЪтимъ, что каждоцу. 1М'Гвому. дакЬстжоку наиъ значешю Б. 
функщи соотв'Ьтствуетъ особое соотдошеше между числакк Я. 
Бернудди. Такъ, полагая в'Ь выражен1яхъ (р,^(а?) и ^^^^л^) О^м. 
§ 16) х=1у найдемте: ^ .^^ * ». - 

о^2^^тГ"^-"^-^«т:2"^^*^ — 1:2.3.4 ^••- 

. Г „ р (2п-1) р (2»— 1)(2п— 2)(2»— 3) 

это, очеввкш^; |!ортяошеш1Мк1о1шр|1. 
При а;=2 имФемъ соотношенхя 

2П4-1 '^•^ ^^»1.2^ ^'^^ 1.2.3.4 "* ' * 



. • . 

^ - 



г»^ -^ ' •' • 1;- .и I' 1 * ~ — 

Полагая х=^^ шкщЫИ 



п ч .,^ 



*»2*— '2п~2л'2*" 1^« 2»"-' * 1.2 ЗГ^^'Т/; 



* .' ". •; . -л 



... 



.а., и . .., ■•■; ,•-. ■УТ"^^— ^ 1.2 , '2% ■• : -Ч' ■ 

§:{22. 0: равмя^МЬь' ёушкцМ йо ФуМкц11бгь Якова^" Б^рйу^^[к. 

0<йМ№къ' федствб1^^ длх^ чЕГзучешя раг(ЛвтаБГ1ъ бОотношенШ 
][ежду^Б. ч№елг1ми кожё^ъ служить разло^Бётб^гроизвольноЙ/функ-^ 
цпг^в1^рдцъ ]!Ко фунЁп[1|М^ !Э.^ер&улли. Бозмов^кос^^ таЕОг6]раз* 
лоаё^ешя 06йоъ№а?^сА^''ни свбйств']^ ко^ечныхъ разностей Б. функ- 
щи — выражаться степенью перем'Ьннаго, какъ то мы видели въ 
§ 16,. (^): 



: '!•' 



I ■л '• 
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(Х-Х,) (Х—Х,).. .(Х—Х^_,) 



а ниенно, мы нм']&емъ: 

?.п(^)=1*"-н-2'"-«-...н-(я;-1) 



2". 









2Л-1-1 ' п. 2 

,ФунЕЦШ эта (2п-1-1)-Ё степени, полагая въ ней 

а?о==0, а?|=15 Д?2^^^2» ^3^=3- • '^1п+1''^^^"*"^> 
находимъ соотв^тствующ1я значвн1я функц1и: 

'ПЬдставляя эфи зна^енхя въ формулу Лагранжа, вл^енъ: 
, ,. . . Ъп\Р^)— 2Л.—1.—2.*.— (2л— 1) ■ V . 



х{х—1)(:х—2) .'.. . [х-{2п-^1)1 , ,„ ;„ 
3.2.1.— 1.— 2...— (2п— 2)^ ■*' 



) 



>•• • • 



^ ^1)(а!-2). . .(а;-2«) 

:(8л-И)2»... 3.2.1 1^^^'' ч-,..-П^п) ] 



' .г •, / 



ИЛИ ййаче: 



V 



,^-^ 



■ I 



' ^ 



, . а;(а?— ^). ,. .[18?— (2«м-1)] сл (2<»-н1)2». . ^{2п-Ь'1 — ^-«-1) . , 

'^*^^^*)— ,, 1,2...(2пг»-1) Ь 1.2...А; "^ 

р=к—1 
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Сравнивая коэффищенты при х въ 1-й степени въ формудахъ 
^1) и (2), находимъ выражеше Б. числа: 

Л=2пч-1 ' р=Я;— 1 

д^^_у (2«^1)2,...(2«-^а) 1у^_ ^,._, 2^.. ,,(,, 



*— 2 "^^^ — ^^ *'=1 ^^^^Ь^.<!^'^ 




Ьк^л ^ 



<'< <. V 



Такъ, при пг=1 им^емъ по этой формул*]^: 

3.2 1 1,,, ,,, 1 ^:; ^/г>..^ 



^«=-172-2-^3 (1*-^')=Т- Ч.'^^ ^'/ 



• ; 



г л А в А IV. ч,!1 



Выражен1е Бернуллеевыхъ чиселъ при помещи чиселъ Моргана 
, и чиселъ, имъ аналогичныхъ, 

V 

§ 25'. «ормул! К. Г. 11ше1ецкаго. ^^ <1 ^ 

Въ предыдущей глав'Ь мы вид']^ли, что конечныя р81з&о1ств Б. 

фунБцШ выражаются наипрост']^йшимъ образомъ сравнительно со 

вс^ми другими функщями, именно: 



г • 



'»'+«л1 ГтЧ^ггЛ»"/»!"' (л\ :<\;\ .■ 11 



ЭТО даетъ возможность съ большимъ удобствомъ прим'Ьнять, при 
и8сл%дован1и различныхъ вопросовъ, связанныхъ съ теорхею этихъ 
функщЁ, начала исчислен1я конечныхъ разностей. Пользуясь та- 
БШ|^ м^тодомъ, можно получить рядъ выражешй Бернуллхевыхъ 
чиселъ чрезъ числа Моргана и изучать т'Ь и друпя числа' во 
взаимной связи. Три формулы подобнаго рода были предложены 
академиком'ъ В. Г. И|[шенецкимъ . Первую иЬъ нихъ можно по- 
дучить, разсматривая выражеше 1-й производной отъ функцш ^тС^)" 
чрезъ рядъ посл^довательныхъ разностей той-же функщи; его мн 
долучимъ, основываясь на изв'Ьстномъ символическомъ равенстве: 

6* 
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Полагал Кз,=*91п('<^)' ин^ёмъ йо (а): 

?'2 „(я?)=2п9, „_, (ж) -1-5, „— 
^ Г .„ Да>»" Д**»" А»"а; 



'. V 



{ .„ Да>" д**»" ^*'^x*^•^ 




При я:=0 это даетъ: 

Г ДО'" Д'О'?" Д*"0*") 

^•«=1 — Г-^-3 — •••-^2^ТТ) (^> 

При чвнчи слеши по дтой фо^мул'Ь Б. чиселъ съ небольшими 
указателями, мы можемъ пользоваться изв']§стной таблицей чиселъ 
Й^Дк а^^о*, дайно* Мо{)гавомъ. •' 

Ту же формулу, р1аЁйй как<!ь и другш Ьодобныя внражен1я, 
могио получить, пользуясь с1ъойствам|^ факторхалдвихф»^ фувищй, 
1^ е. .фувкцШ вида: 

а?(^>=я?(а?— 1) . . . (а;— т-+-1). 

Известно, что всякая функц1я До;) моясет*^ быть разложена па 
этимъ функщямъ при помощи формулы: 

г 

1^а8лагая,^п6этому, <^^Лх) по факторхальнымъ функц1ямъ, им^емъ: 

■ * «ПЛ1П я>{я—1) . » . (ж— 2п) _. 

•••-^^ ® 1.2...(2л-н1) ^> 

РаздЪливъ об^ части этого выражешя на а; и взявъ пред']&лъ. 
частиаго при а;=^0, находимъ: 
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4 



до*" Д*0"' д«"0** 



*-...-+■ 



й 3 2П-1-1 

I 

Другое выражен1е для В,^^ получимъ, разд'Ьливъ 06*6 части ур. 
Щ на (х — 1) и положивъ зат^мъ а?эЕ=1/ Найдешь: 



"[1.2 2.3 ' 3.4 * 2п(2п-н1 ) ] ^^^ С 

3-ю формулу академика Имшенецкаго нолучимъ, разложивъ по 
факторхальнымъ функцгямъ Б. функц1ю 9зя— 1(^) и^сД'Ьлавъ потомъ 

а;= ^. ДМствительно^ им^емъ: 



• • • 



„_,^„_, Ф—Р . > . (а?--.»1-«-1 ) 



1.9. ..2» 
При ^ = А- находимг: 

2_ 1 ^ 1 ^ 

ггДО*"""*- 1-4-д*0'"~* - 

1.2 1.2.3 

2^ 2_ _ 3^ 

...-|-Д*''-'0»"-»^= ■ 



• • 



» ■ «I 



1 2... 2» 
откуда 



^_(2п-2)][|-(2п-1)] 



_ 2П.2*" Т 1 1 .д«»-. ^•^^л^^»'^-^ , 
-о.п— 2«"— 1 [ 2 Т ОП -^••- !► 

1.1.3...(4п-5)(4.»-^3) .„_ ,„^,1 ^ 

"*■••' 2.4.6..'.(4п-2)4п ^ " ] ^'^ 
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§ 26. Раепростра]1еи1е предыдущаго метода. 

Можно еще получить разложеше Б. функцш <^^^(ро) по факто- 
рхальБнмъ функщанъ въ иномъ вид'Ь и воспользоваться имъ для 
получен1я соотвЬтствующихъ выраженШ Б. чиселъ. Для этого вос- 
пользуемся формулой исчислеи1я кон. разностей: 

я?(а?— 1) ^. х{х—1){х—2)^^ . .. 

^г+а.=Ч/-«-^-Д«^г-*-'-4х^ '^ 1.2.3 ^ Ч-*-- - (^> 

Именно, полагая 'М^=<*'*'*"* и заменяя ж чрезг — а;, получимъ: 

1 • ^ . 

а;(а!-«-1)(а;-н2) „^. , 
« : ~ 1.2.3 ^* ~ •• 

При ^=0, найдеиъ: 

_ аи -*- 1 2 " 1.2.3 

Взавъ отъ об^ихъ частей интегралъ по конечнымъ разностямъ 
2ъ 11ред']Ьдахъ отъ О до х, находвыъ: 

2^а; -3-Д0 -—-^до -+ 3.1.2.3"^" -•• 

НО 

I 

сравнеше коэффиц1ентовъ при х въ 1й степени даетъ: 

'»" 1 2^^ ^•••'^ (2п-»-1)* ' ^^ 

Находя подобное же разложеше дла <р2„_Дх), цн^Ёеыъ, поло- 
живъ въ (А) 1л^^=:^* н заы^няя X чрезъ — я;: 

1 • ^ 
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При ^=0 ик'Ёемъ отеюда: 

1 

Беря отъ об']&ихъ частей интегра.1ъ по кон. разностамъ отъ 
О- до а?, яайдемъ: 

х(хч-1){хч- 2) 1 
■~ 1.2.3 3 

Долагая теперь а;= ;г-, подучииъ: 

^*«2п.2-" 2 "^^ ^ 1.2 2^^" 1.2.3 -3^" ^•- 



и отсюда 



1.3.5 1 Д»0*» 



_ 2п.2"'-' Г1 1.3 1 Д'О'У 1.3.-5 1_ 

•"««— 2*"— 1 [2 1.2 2- 2' 1.2.3-3" 



• • • 



1.3...(4п— 3)(4»— 1) 2.. Д'"0 '» 
1.2...2П -2п' 2' 



V • .1.11 



- -^42) 



§ 27. Приложеи1я Формулы Гершеля. 

Кром^ Бернуллхевыхъ функцШ, для получешя вырвжен|й: Б. чи- 
сель въ числахъ Моргана, можно воспользоваться еще нЪкотО; 
рыми функщями отъ е^; которыя допусЕаютъ разложен1е въ* {^я'дъ 
съ Бернуллхевыми коэффицхентами, прим'{)няя въ нимъ формулу 
Гершеля. Бакъ изв'ёстно, если положимъ: 



Г{е')=А,-^Л,(-^А,Ь'-^... -н^„Г 



• • •. 



то, по этой формуд^^у им'Ьемъ такое символическое ^°Р^§ВА%|1| 
коэффиц1ента А^ 

/(1-4-^)0" 
»~1 2...П .?^ 

и ыФдовдтельно: '■ 
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ОН' 



• • • 



Яв')=/'(1н-Л) . [ 

Чтобы при помощи этой формулы найти выраженхе Б. чвсла^ 
прим'Ьнимъ ее къ изв^Ьстному разложен1ю: 

^гц^ 1-ьД ж-»-г, О"*'- •"^**^г:2Г.2^"*"- • • 

Бъ этомъ случа'Ь ям'&емъ: 

Д^ )— е"—! — д * — 

Отсюда 

-о»»- д " — д\^ 2 3 •••у" — 
/ДО»" Д'О'" Д"'0*"\ 

— внражеше, которое мы улъ ии^ли. 

Новое выражен1е для В^„ полунимъ, прлжкпаъъ ^формулу Гер- 
шеля къ другому изв'Ьствоиу разложен1ю: 

е*-1-1 2 * 1.2 ^ ••• -^«"Ьг-.-Зп 
ЗдЪсь 



1-1-0. а; 



(1-нЛ)^1 
О'а?' 



=^Г 

2-1-Д1 1.2 

следовательно 



. .-— X 


'»»1.2. 


..Зп" 


. е"-*: 


1 
~2-1-Д 


«"••ггг 




0*"- 


«а,.»-. 



^«» 2*"— 1 2н-д" 

/ ^ 

Ш ^ _ 2п МО*"-' Д*0'"-' Д*"-'0»"-Ч 

'^ — 2*"— 1\ 2* 2» -^•••-^ 2'" / 
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§ 28. Н'ккотбрыя преобразоваи1я подученыхъ Форшудъ. 

Числа вида Л^^О^^^ чрезъ которыя мы выражаемъ въ этой глав'Ь 
Б. числа, допускаютъ между собой различнаго рода соотношешя 
и зависимости, сообразно съ которыми всё полученныя нами вы- 
ражешя Б. чиселъ могутъ быть преобразованы. Однако, чтобк не 
заходить далеко въ спещальную область изсл'Ёдован]я чиселъ Мор- 
гана, мы разсмотримъ лишь н'Ёсколько простыхъ случаевъ, къ 
которымъ приводитъ формула Гершеля. 

Пользуясь этой формулой, до^^жемъ, прежде всего^ справедли- 
вость символ и ческаго равенства 

/([1-|-Д)0"=(1-1-Д)Г(1-ьД)0"-* 

или, зам'Ёняя (1-1-Д) чрезъ Е: 

Для этого разложимъ то и другое выражен1е въ рады: 



Чтобы оба разложен1я были равны, необходимо, чтобы ихъ со- 
отв^тствуюпце члены были равны, т.-е. чтобы: 

Но, по формул'Ё Гершеля: 

Е'О"'^! ^^УО^'^Л^! . 2 ... л 
^;''0"-*=(1-*-ДГ0''-'=^^,1.2. . .(п— 1) 
гд* -4,^_| и Л^ опред^Ьляются изъ разложен1я: 



т.-е. 



у." — 1 г'' 



^п-\ 1 О Г^ Л\^ '^п 



1.2...(п— 1)'^'* 1.2. ..п' 
Следовательно 
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N. 

И значить, дМствительно^ 

и потому 

Д1-*-Д)0'^=(1-ч-Д)Г(1-+-Д)0"""* 
или, полагая 

/(1ч<Д)=7(Д) 
вообще 

7(Д)0''=(1н-Д)7'(Д)0~-"' (I) 

Полагая въ этой формул* 7(Д)=Д'", находимъ такую свдзь 
между числами Моргана: 

й'^0"=(1-ьД)тД'^~'0"^^; 

или 

Д'"0"=т(Д'^-'0'^~*н-Д'^0'*-*) 

дтл;г 
Ш 

По этой формул'Ё можетъ быть преобразовано любое изъ полу- 
чевныхъ нами выражешй для Б. чиселъ. Так'Ё, применяя ее, напр 
ко 2-й форму л'Ё Имшенецкаго (§ 25,2) находимъ: 

/ГД502Л+1 Д^2П-Н| Дая + 101ПФ4 1 

^^«"^З [пГг^" 2.3* '^"'~2п{2п^1у у 

~ [ЛГУ"" ХЗ""*" * • • ~ (2п— 1)2п ] ) 

Бъ полученному выражешю можно опять прим'Ьнить то же са. 
мое преобразованхе и т. д., такъ что одно и то-же Б. число 'мо- 
жетъ быть до безконечностд разнообразно представляемо чрезъ 
числа вида Д^О'^, или, иначе, число В^^ можно различн'&йшимъ 
образомъ представить въ функцш его указателя, ибо соотв']&тствую- 
Щ1Я числа Моргана выраакаются вполн^^ определенно чрезъ 2п. 

Но формула (I) даетъ м^сто еще и для иныхъ преобразован!!!. 

Ибъ нея находимъ: 

1-1-Д 



у(^)0»-|=|П^"йА , (П) 
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Такъ, мы нашли въ пред. §: 



В =— — ^ ^ о^»-ь 



на основанш ф. (II) БМ']^емъ: 



Ь-Г'-Ш- 1^^^"'"- {'('-'^)-'(» - |))0*"- 



2-+-Д 
Но 



/(1-|-Д)0'"=Х„.1.2...2п 



гд^ ^, — коэффищентъ при Ь*" въ разлохеши 1{е'); но ^в')=^^ 
поэтому -4,„ и ?(!-♦- :1) обращаются въ О и 



1-дО-'=-г(1-ь|)о- 



тавъ что им^емъ новое выра»ев1е для Б. чисжа 



В, 



_ 2» /ДО*" Д'О*" Д^О'" д»"0*"\ 

.,— 255^111^-2 2Т2'~^"з7Р""*""2»Г2^У ЪМлХч 

Напр. 'у' к 

„_^4/1__14 36_24\ _^^ Г 

*""15\2 8 "^24 64/~ 30' 



§ 29. Выр4жен1е Бер|улл1евыхъ чиселъ въ чнслахъ внда Д (1"). 

Крон'Ё чиселъ Моргана, Б. числа могутъ быть выражены еще 
при помощи чиселъ вида Д*"!!"); такого рода формула была 
предложена Каталавомъ. Прежде ч^иъ ее вывести, зам4тимъ,что 
общее выражеше числа Д'"(1") получается изъизв'^стной формулы 

д"'ж»=(а;-нш)"— ш(а;-1-т— 1)"-1-^5(^^\а;-1-т— 2)"- . :'. 

1 • ^ ,, 

-к— 1)'"-'ш(я:-1-1)''-*-(— 1Га;" , ^ ' . 

и будетъ 

Д'"(1")=(ш-1-1)"-т.т"-н ^^^~^\ т— 1)"-. . . 
_н(_1)'"-«»г2"-*-{— Х)»"!" 
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т.-е. .р^венотдр (I); кром* того, такъ какъ Жр^~'^=1 и 
•): дР-.(хР-«) _ 

1.2. .(р— 1)"~ ' 

* • ' * 

ТО, очевидно, что числа Ж^^*^ и гт-^ — т^рквнозначущи. Итакъ: 



• • • 



по8тоиу: 



А/1 «я— 1^ 



^'■'* » 1 • л , щ , /С 



Взявъ интеградъ по конёчнымъ разностямъ, получаемъ: 



I 



'^ ="2"^ Г Г"^ 1.2 ГГ"^' • 



Д *"-*(! '"-') а;^*''^ ^ Д*"- '(!*""') а?(*"+" ^ ^ .щ. 



1.2...(2п— ^) 2» 1 . 2 . . . (2п— 1) 2Л-1-1 

Пред^Ьламн интегрирован1я при нахохден1и выра&ен1я для В^^ 
молемъ взять какъ О т х, такъ и О и (х-*-!); действительно, въ 

1-11Ъ случае получимъ <^^,^{x), & ВО 2-МЪ [9»п(^)~*"*'"]» ^®» **^* 

нн знаемъ, они отличаются лишь коэффищентамн при а;*% а при 
а; въ 1-й степени ^коэффищентъ въ тонъ и другоиъ выражев1и 
будетъ В^^. Это Даетъ возшожность получить 2 формулы для .8,^. 
Именно, взявъ пределами (III) О и х, им^емъ: 

. м а'Са^-!) . х{х-1)(х^2) Д(1*"-') . 

х(х—1).. .(ж— 2ПН-1) А^"-\^*"-^) 
"*" 2и 1.2...(2»— г)"*" 

х{х—1)...{х—2п) Д"'-*(1*"-») 



(^п-|^1) Г.2.,.(2п— 1) ' 
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откуда 

Дп=-| н-|д(1"-')- |-Д*(1*''- ')-ь...н-2^^ Д'"- Ч1"-'Х (1) 

Когда же возьиеиъ пред'каами О и (Х-+-1), получииъ: 
/ » ^п (ж-»-1> ^x-^-1)x(к—^) ,„-„_,, 



(а;-н1)ж(а;--1)(ж— 2) Д'(1»"-') 
4 1.2 



• « • 



(яя-1)а;...(а;— 2ЛЧ-1) д'"-1(1«»-«) 



2л-ь1 



1.2...(2п— 1) 



и отсюда 



»п о а ^-^ 



|.Д(1««-«)_н^Д*(1*»-»)- . . .- 



2»^1 



Д*»-»(1*"~0 (2) 



Последняя формула и была предложена (съ внниъ внводош) 
Катаданонъ; яиъ же вычислена небольшая таблица значев1й для 
чвселъ вида Д'"(1"). Приводимъ изъ вея значешя дтяхъ чнеелъ 

до ДЧ1*). 



^. 



V 
V 
V 

V 
V 

V 


Д* 


Д* 

2 

12 

50 

180 

602 


Д» 

6 

60 

390 

2100 


Д« 

24 

360 

3860 


Д» 


Д« 
720 


1 
3 

7 
15 
31 
63 


120 
2520 



У^.^Л/^л^ 4. 






Такъ, напр. по формул'^ Каталана 

д__^__31 180_390 360 120 
'~2 3"^ 4 б "^ 6 7 



42' 



-^ ь ч г о 
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а по фориул'Ё (1) 

§ 30. Связь пеелъ Беряудли еъ гарюмческимъ рядонъ. 

Исходя взъ формулы Баталана, ножно получить особаго рода 
формулу, предложенную Бауэромъ и устанавливающую зависимость 
между рядомъ чиселъ Бернулли и рядомъ гармоническимъ. 

Выражеше, данное Каталаномъ, въ общемъ случа'Ё можетъ быть 
представлено такъ: 

4=1 

или, полагая для краткости 
им^емъ: . 

^п=У'^^^,^.'"'' (п>1). (1) 

Основываясь на соотношен1и (I) предыдущаго §, заключаемъ^ 
что формула, связывающая 3 числа вида ^V будетъ: 

N,^'')=^{^-^1)Щ'-'^—^N^_, <"-*^ (2) 

Если подъ /*(е) будемъ разуметь такую функщю, которая не 
обращается въ безконечность при е=0, то изъ (2) сл'Ьдуетъ: 

г^п г=п — 1 

]У{г)ИГ= 2^(^-*-1)[Я^)-Лг^1)]ЛГ/"-^>. 

/=0 »=0 

Будемъ означать символомъ дДг) зд'Ьсь и дал'Ье: 

ЛД»)=/(«)-/(г-н1) 

тогда: 

г=п ^=п— 1 



^тN^^= ]^{^■^^)^^^(^)N^-^' 



*=0 1=0 



.-»7- 

повторяя то-же преобразован1е, им']&емъ: 

1«0 г=0 

посд'Ь же п— Ератнаго преобразован1я, прйчемъ будемъ озната» 
чрезъ ВУ{г) п-ю разность: 



(I 



яайдемъ: 



■г 



2]/^,')1^.(»)=[2)7(<)^=.. (3) 

*ясО • 

, , . ■ . -, 

Давая зд'Ьсь Д{) частныя значеи1я, можно навести разл<{Ёк2 
янтересныя свойства чисел Д такъ, полагая Дё) за соШ.^ нА- 
1((|димъ: 



2^У/'^>=.о. . ш 



^=±ю 



Т«(мрь .хайдыцъ вс|р1»»еше ВУ{ь) чрь9ъ АД|); дм атогр а]р&- 



-(Д-ДчО(5-5.+|) 

или 

По этой формул'Ь| зам']^чая, что 

Д(гч-1)=-1 

И 

1)У(,-)=,Д[(»-н1)2)"-Г(»)] 



■■> 
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находимъ: 



2)"-у(»)=_2)«-«Д«)н-(г-ь2)Д1)"-у(«)' 
1)У(»)=— 2)*/"(г)-«-(г-ь 2)Д2)'(«) 



но 



I . < 



поатону ии^еиъ: 

2)»/(*)=-ДЯ»)н-(«-н2)ДГ(*') 

2)У(*)=-2)'Я^)н-(«"н-2)Д2)*Я»)'- 
=ДГ(г)— 3(»-1-2) А*Я»)-»-(«-<- 2)(«-»-3) Д У(») 



таЕимф образоиъ убеждаемся, что вообще 1УШ) должно ин^ть 
видь: .._„_ ._ 

!)»/(»)==(— 1)''-«[Д/'(»)н-Д(«)(«ч-2)ДУ([»)-н. . . 

. . . ч-Л^"\-, (»-*-2) («-нЗ) . •. . («н-я) ДУ(г)] 

пря этонъ коэффвщевтъ ( — 1)"""*:4["'я_, равенъ 1; проч1е-жеко- 
вффищенты суть ц'Ьдыа числа, который можно вытаслить. Чтобн 
найти законъ, какому они сл'Ёдуютъ въ своемъ образованш, срав- 
нинъ ковффицаентн при равностахъ одного и того же порхдка 
въ двухъ внражен1яхъ для В'^'^ *((%), изъ которых» первое полу- 
чйнъ ярезъ замену въ 1>У(«) п — чрезъ (п-+-1), а 2-е найдемъ не- 
посредственно, сд^авъ надъ ВУ(г) еще равъ операщю В. Пер- 
вое дастъ: 

!)»+ У(»)=(— 1)»[Л/'(*)ч-Д <" + •>(г-1-2) Д *Д«) -I- . . . 
. . .н-^ь<"+'>(*-1-2). . .{гч-А;-*-1)Д*+У(»)-1-. . . 

. . . -^-Л*""^ "(«-'-З) . . . (г-*-п-*-1)] (а> 



а второе: 



2)»+ •/'(»)=-2)"Дг)-»-(«-»-2)Д1)"Дг)= 

==(-1)"[ДЯ»)-»-Л'"'(*-ь2)Д'Я«)н-. . . 
.н-^;''>(*-*-2). . .(«-1-А-1-1)Д*-*-у(«)-*-. . . 

^<"'„_4 (»н-2) . . . («н- л) ДГ(«)]-ь (г-н2) Д1)Т(*) (Ь> 



— т — 

Сравнивая коэффищенты въ (а) и (Ь) при Л**^ 'Дг), найдемъ по 
упрощенш: 

сравнивая же члены съ ^^'^У{г)у получимъ: 

Подученныя соотношешя между числаин (А) позволяютъ уб'Ё- 
диться, что 

^* - ГХТГй ^^^ 

дМетвительнОу въ этомъ преднолодБ^еши, соотфошенГё (с) приводитъ 
къ равенству (2), сверхъ того, должно им^^ть м']&сто равенство: 

N ('*> 



^ \ ,2, . .ть 

но 

^^(«+*)=(— 1)"; Д^(")=(— 1)М.2. , .п 

в потому сд'Ьланное допущен1е справедливо. 
^ Поэтому окончательно получимъ: 



2)7(г1=(-1)»-*2]^М^^^ (4) 

Эта формула при частныхъ значен1яхъ Д{) съ усп'Ьхомъ могла 
бы быть приложена къ раскрыт1Ю различныхъ свойствъ чиселъ 
^^^^^^''^, но мы, не останавливаясь на этомъ, воспользуемся ею, чтобы 
получить изъ нея выражен1я Б. чиселъ. Пменно, положимъ: 

тогда: 
и потому: 

7* 



— 100 — 

ЕДИ 

НО, ПО (4): 

Л«п ЗЬ=п— 1 

А;=1 Ь=0 

« сл^дова^гельно: 



[ 



Л=1 



Отсюда, на осноюши (1), ваходвнъ: 

эта формула и была дана Бауэромъ. По ней находимъ: 

в.^,.(г-1)-Ц^-1)=1 
в..х.[г(1-1)-.(1-1)]- . 

И т. д., вообще, если напишенъ гармоничесшй рядъ: 

2- 2- 1 Л 
1^ 2' 3' 4**" 

вовьмемъ отсюда разности, унвозквмъ ихъ соотв'Ьтственно на 
числа 1, 2, 3... ^ат'Бмъ опять образуемъ разности отъ получен- 
ныхъ чиселъ и т. д., то начиная со 2-го ряда разностей, первые 
иены полученныхъ рядовъ разностей будутъ представлять посл'ё- 
домтельно Бернул11евы числ^, какъ это видно язъ прилагаемой 
таблицы: 
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1 • ^ 
^ *-»2 


1 1 


1 


1 




а 4 


5 


6 


т 


1 


1 1 


1 


1 


I 


2 


6 12 


20 


М 




1 


1 1 


1 


1 




2 


3 4 


5 


6 






1 1 


1 


1 


II 


5,= 


6 12 


20 


30 






1 1 


3 


4 






6 6 


20 


30 


ТП 




Дя=0 


1 
60 

1 


1 
60 

1 

















V 


30 
1 


20 
1 


IV 




Вг 






«• V 




■*^< 


30 
1 


во 

1 








30' 


30 


V 






в,= 


= 



ГЛАВА V. 



И8Сл|дован1е Бернулл1евыхъ чиселъ при помощи метода еин^ 

волическаго обозначен1я. 

ЦВсЬ полученныя нами до сихъ поръ соотношешя между Бер- 
нулл1евыми числами и ра8Л02кеБ1я функщй въ ряды еъ Бернулл1е- 
выми коэффищентами, равво какъ и безчисленное ин(шест]Ю вО" 
выхъ подобныхъ выраженШ, могутъ быть получены и, нритонъ, 
часто въ весьма изящномъ вид^, изъ н^которыхъ общихъ фор- 
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мулъ символическаго характера. Такого рода формулы были даны 
въ недавнее время Блиссардомъ *) и Люка **), независимо другъ 
отъ друга прим'Ьнившими къ изучен1Ю чиселъ Я. Бернулли методъ 
символическаго обовначешя. Эти ученые пользовались, однако, не 
т']^мъ общеизв']^стннмъ символическимъ методомъ, который часто 
применяется въ дифференшальномъ исчисленш иисчислеши ко- 
нечныхъ разностей и которымъ мы, напр., пользовались отчасти 
въ предыдущей глав'Ь: символическое означеше было ими прим'б- 
нено къ самимъ количествамъ, а не къ дМств1ямъ надъ ними. 
Именно, если им'Ёемъ рядъ количествъ: 

подчиненныхъ какой-либо опред'Ёленной зависимости между собой, 
то эти количества означаются однимъ общимъ символомъ 27, и со- 
отношеше между ними представляется въ викЬ н']&которой опре- 
деленной операщи надъ [Г, какъ еслибы оно было алгебраиче- 
скимъ количествомъ, такъ что Л^ представляется чрезъ 1Г''. Надъ 
полученной такимъ образомъ функщей 27 могутъ быть совершаемы 
как1я-либо дальнейш1я операщи: дифференцироваше, разложеше 
въ рядъ и пр. у окончательный же результатъ получимъ, перейдя 
отъ символическаго выражешя къ действительному, т.-е. зам^нивъ 
опять въ получившейся формуле показателей при Л индексами. 
Такимъ образомъ, внешнимъ отличхемъ символическихъ выраже** 
шй отъ действительныхъ будетъ служить то, что входящ1я въ 
нихъ количества, которыя, притомъ, мы всегда будемъ означать 
большими буквами, не будутъ иметь никакихъ индексовъ. 

Разсмотримъ два случая иодобнаго употреблешя символическаго 
обозначешя, которыми мы часто будемъ пользоваться. 

1) Пусть имеемъ некоторый многочленъ съ бином1альными ко- 
дффиц1ентамн: 



•** 



♦) ^ВИззагЛ. ТЬеогу оГ депепс едиайош. ^иаг<;е^^у 1оата1, ГУ. 
) Хлюаз. ТЬёопе дез потЪгез. 



■I 
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Прим'Ьняя символическое обозначеше, можемъ написать его въ 
•сжатой форм']^: 

Можно заметить непосредственно, что операщя дифференциро- 
ван1я, примененная къ функщи въ такой символической форм'Ь^ 
дастъ ея д'Ёйствительную производную: 

точно также 

р)(а;)=п(п— 1). . .{п—р-^Щх-^Цу-Р 

2. Подобнымъ же образомъ выражеше: 



коэффищевты Еотораго подобны коэффищентанъ разлохвн1а по- 
казательной функщи, ложно сннволачесБн представить въ вид^Ь: 

Дифференцируя, находимъ: 

Г{х)=Ц^Ч^-^Щ^^...=ие^-, 

/^\x)=^Ре''-^ 

т.-е. операщя дифференцировашя приложима къ функцхя, симво- 
лически представленной этимъ способомъ. 

§ 31. 1зед1Ьдова11е Бер1улл1евы1ъ ФупцЛ мрм понощж сшвош*- 
ческаго обоз1аче11я. 

Означая для большаго удобства Бернулл1еву функшю ^^(х) при 
ц'&ломъ значеши х чрезъ 8^^ такъ что 

5^=1»^2'*-*-...^(а^-1)^ 



легко можно доказать одно тождество символическаго характера, 
которое приводить въ множеству соотношешй между Б. функ* 
Ц1ЯМИ съ различными указателями. 

Именно, положимъ, им^емъ разность отъ н'Ькоторой функцш: 
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,»"-ю,а;'*~''-1-о,а;"~'-+-. . .-но^а?'. 

Зан^Бяа (С последовательно чрезъ 1, .2, Ь...{(с — 1), находвиг: 

Я2)-Д1)=а«1"-»-«.1"-*н-а,Г-»-1-. . .н-а,Г 
ДЗ)— /(2)=ао2"-1-о,2"-*-1-а,2"-*-1-. . .н-а,2» 



Складывая поиевво эти равенства, ин^енъ: 
или, орвх^вяа свиволичбское обозначвБ1е: 

Давая въ этонъ тождестве частвыя зна1ен1я Цх\ мы получимъ 
бёзчйб^^ййое мной^еетвй еботвошенШ между фубкщями 8 съ раз- 
личиями уЁаватёляМЁ, ивъ Ёо^^орахъ значенхя 5 ногутъ бн^гь по- 
степенно вычислены, подобно тому, какъ числа Бернулли' могуть 
быть последовательно получены изъ соотношенШ Моавра, илк 
вакихъ-нибудь другихъ. Такъ, полагая /(х)=^х^^ им'Ьемъ: 

при /(»)=: (а; — 1)", найдемъ: 

((с—1у^8 "-(8—1у\ (2) 

Пол&гая^ 

Щх)=х{х-^1)(х-^2)...(х-*-п—1) 

х{<с-*-1). ..(«-♦-»»— 1)—1 .2.3. . .м=».18^5н-1). . .(в^п— 1) (3> 



~Г'Т| I кМИЧ I I. „ 1 



Дал'Ёе, употребляя Б. числа как^ съ четными, такъ и съ не- 
четными указателями, мы можемъ представить Б. функщю 8^_^ 
въ вид'Ь: 
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отсюда 

ЕЛИ, прии^няя символическое обозначев]е: 

п5„_.=)[а:-.-^"-В»| (П) 

И8М'1няа хе зд^сь п въ (»-н1), найденъ: 

- \{X-^В)"+^^В'^ + *\ . 

»^1~Гй»±1 'Л 

отсюда, дифференцируя, им*емъ: /с^з-^Т* е^^л/^^ллсел 

^^х-^Ву) ^=п8„_,-^В, ./,.</,.*« Н- . • 

— одно изъ главныхъ свойствъ Б. функщВ, которннъ мы пользо- 
вались уже ран'Ье (гл. III, § 16, 6). 

§ 32. Выводъ соотношешЛ между Бе|11улл1еиыщ1 Ч1слан1. 

Только что полученными результатами можно воспользоваться 
для получен1я ряда соотношен1й между числами Я. Бернулли. 
Предварительно, однако, мы преобразуемъ формулу (II), зам'Ънивъ 
въ ней X чрезъ (ж-^-1). Это приводить къ равенству: 

Вычитая отсюда равенство (II) почленно, им^емъ символическое 
тождество: 

»а^^«=(а;-ч-Б-1-1)"— (г»-нВ)" (Ш) 



ИКШмаай—т ■■'«■"" в» 



Давая въ этомъ равенств'6 частныя зяачен1Я для Х;, получимъ 
разнообразные виды зависимостей между Б. числами. ПроСтМ- 
П11Я соотношен1е получимъ, конечно, полагая ^=2ьО; тогда найдемъ: 

(Д-^1)» — Д»==0_ ' (а) 

ДФлая пяк2, 3, 4... ин'Ьеыъ: 

(Д-н!)* — ■5?=0 , ' д.., 






^ 
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(5-1-1)'— г'=о 



,щтт» 1ЩРЧ1ЯИ— » 



Въ раскрытой форм* тождество (а) будетъ: 

что очевидно, представляетъ соотношешя^ данныя Моавромъ въ 
<М18се11апеа Апа1у(1са>. Подобнымъ же образомъ полагая въ (III) 

х=^ =*= 1, =ь --, будемъ им-Ьтб: 

(В-1-2)»— (В-1-11»= » 

^?»— (В— 1 )"=(— 1)" -'п 

(3 -♦- 25)"— (1 н-2Б)»=2» 

(2В-Ч-1)»— (2Б— 1Х''=(т-1)''~ * . 2п 



и т. д. 



':^«<«1г><- л*-' 



Для получешя еще бол^^е сложныхъ зависимостей между чис- 
лами Я. Бернулли можно воспользоваться символическимъ равен- 
ствомъ (I); именно, давъ какое-нибудь частное значеше для /*(а^) 
и получивъ соотв'Ётствующую зависимость между функщями б^съ 
разными указателями, зам'Ёнимъ всё ^$ ихъ разложен1ями въ ряды 
съ Б. коэффищентами. Тогда каждому частному значен1ю х бу- 
детъ соотв'Ьтствовать зависимость бол']^е или меы^е сложнаго ха- 
рактера между числами Я. Бернулли. 

§ 33. Шредетавлеик Бер1улл1евы1ъ чиселъ въ Форм^Ь детернв- 
яаитовъ. 

Основываясь на какомъ-либо тождеств'^, выражающемъ связь 
между Б. функщями 5 съ посл'Ьдовательными указателями, можно 
различнымъ образомъ представить 8^ въ форм'Ь детерминанта, а 
потомъ получить и соотв'Ьтствуюп^ее выражен1е для В^ также въ 
форм'Ь детерминанта. 
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Тмсъ, взъ соотношев1я ф § 31, представляя его въ раскрытой 
формой заи']Ьняа п последовательно чрезъ (п — 1), (п-^2),...2, 1 
им^емъ: 

х'— 1=28,-^8, 
х-1=8. 



Опред'Ьляя отсюда ^5„— ,, иы'Ьемъ: 



5„_.= 



'Л — 1 



1 .2...П 



X 



и 



X 



X 



//— 1 



(п), (п), ....п 1 
{п-\\ (п-1), (п-1) 1 



и — 2 



о 



(»— 2), (п— 2) 1 



X 
X 



О 
О 



2 

О 



1 
1 



Сравнивая Еоэффвцгевты прн х въ 1-й степени зд^сь в въ со- 
отвошеши (II) § 31, полу^инъ: 



^П-1 



(-1)''-' 
". п! 



(П)г (п)з . . . . П 1 

(п-11 (»-1Х (»^2) 1 
О (п— 2), (»-2) 1 



О 

Такъ, при »=:5, получимъ: 

10 10 5 
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Пода^вимъ же образомъ, при помощи други^ъ соотношюШ, 
полгу чающвхса изъ (I), можно, очевидно^ получить и иныя 1нра- 
^ жев1я Б. чиселъ въ форм^ детермвнантовъ. 

§ 34. Общее сннводнческве тождество дм вывода завненносте! 
между чмслаяв Я. Бержулдн. 

Изъ соотношен1я (III) можно получить тождество общаго ха- 
рактера, пригодное для разнообразнМшихъ выводовъ относи- 
тельно Б. чиселъ. 

Именно, положимъ имЁемъ какую-либо незлую функщю 

Зам-Ьнимъ въ тождеств* (III) ппосл-Ьдовательночрезъ т,(т — 1), 
*..3> 2, 1; полученныя равенства умножимъ на а^, а^...а^_^ и 
сложимъ ихъ почленно; найдемъ: 

или полагая Ла;=1, 

ЛЯа:-^Л)= ^ (IV) 

Давая зд'Ьсь Дог) любое частное значен1е, получимъ сколысо 
угодно равенствъ^ содержащихъ о; и Б. числа^ Сравнивая въ нигв- 
коэффищенты при равныхъ степеняхъ х^ а также давая частныя 
значешя для х, будемъ находить всевозможныхъ видовъ зивисн- 
хости между числами Бернулли. 

Разсмотримъ н'Ькоторые примеры. 
Полагая, что Да;) есть факторкльная фунвц1Я вида: 

Да;)=а?(ж-ь1)(я?-+-2) ... {р1У-\-п—\) 
им']Бемъ: 

дДа;)=п(а>н-1)(а?-4-2) . . . (а;-4-п— 1) 

следовательно: 
Д/^^^5}=»(я^-^-Б-^-1)(а?-I-В-ь 2) . . . (|н-]6-1-п— 1)=^'(^) (а) 
При а?=.0 это даетъ соотношеше: 

(В-ь1)(Б 4-2). . .(Б-1-п-1)= ^ ^"'^^'"Ч 



Ч-« ••■*'.« • •" ц- . 



п 
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Бс1и же об'Ь части равенст^ва (а) разд&лить на ^^{x\ вайдемъ: 

п(а;"*-Д-н1).. ,(а?ч-Дч-п— 1) Г (ж) 

.яя(й?-#-1) . . . (а;-^п~1) Да?) ~ з 

1 1 



■ ^ ■ • • • ■ ^ 



• • • "■ 4т ' 1 • . 



«ткуда, въ врмоодожешЕ, что я'г:^!, подучакъ соотвошеЯ1«' 
, ((^-ч-2К^н-3),,. (В-4-»)-=1. 2... (»-!)( 1^4-^----^У 

-■|««<| II 11Т'... 11111] I ' ' ' \ * " / 

Бслп положинъ въ тождеств'^ (IV) 

в"' 
првяемъ р^д_, то при а;=1, найдемь: п^*!)"^ О^-')'' / 



■ММяшмимиааамМк 



Раскрывая это равенство, мы' получимъ, очевидно, соотношенхе, 
въ которое входятъ не всЬ Б. числа отъ Ъ^ до -Вр^д, но лишь 
т* изъ нихъ, которыя заключаются между "^рл^п ^ -^д- Получен- 
ное равенство является, следовательно, обобщешемъ фориулъ 
'{Нферва, которыми мы занималгиоь во П-й главЪ (§ 18). 

§ 35« Раевростриея!^ осмвюгв тождеств» м елуча! Фу1кц11 «^ 
многими перем1Ь11ыми. . л- . . 

Тождество (1У). легко можетъ быть распространено на функ- 
цш со многими дерем']^нными й въ этомъ случа'Ь даетъ возмож- 
ность получать соотношен1я, въ которы)| входятъ цроиззедФН1я 
Б. чиселъ по два, по 3 и т. д. Действительно, мы им'ёли: 

если возьмемъ функщю съ 2 перем'Ьнными До?; 2^) то это-же тож^ 
дество принимаетъ видъ: 



Д/(а;-нВ,1/)== 



д% 



если же теперь прим-ЬнимъЗту же формулу къ функц1н ^^^{Х'^Ву^О 
какъ къ функщи у^ то пайдемъ: 
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гд* Б. числа, соотв'Ьтствующ1я В и Б^ магутъ быть взаимно ком- 
бинируемы уже только какъ д'&йствительныя, а не какъ симво- 
личешя количества^, т.-е. когда сд^^лано уже символическое раз- 
ложеше, относящееся къ х-^В и у-^В^ и показатели степеней у 
В и В^ зам'Ьнены индексами. При частныхъ значешяхъ х 11^ эта 
формула приводить, сл'Ьдовательно, къ равенствамъ, въ которыя 
входятъ квадраты Б. чиселъ и произведем ихъ попарно. Тб^но 
также навдемъ для функщи съ 3 перем'Ьнными: 

— тождество, приводящее къ соотношен1ямъ 3-го порядка между 
числами Я. Бернулли. Аналогичнымъ образомъ основное тожде- 
ство можетъ быть распространено и на случай функщи съ лю- 
бымъ числомъ перем']^нныхъ . 

§ 36. Обобще11е основного тождества п сл1Ьдств1я. 

Основное ^символическое тождество (1У) въ ц^ляхъ еще боль- 
шей общности можетъ быть цреобразовано введешемъ въ нехч> 
еще ^^^котораго новаго произвольнаго количества О и представлено 
въ ВИДЕ: 

/•[я,^(Л-н1)е]-Ла;-н59)=е -^ 



'^«1.»нА.-и -> •■ -ч'.". 'Ч -,; •■,^.*.г^•'':*»■•^^.*♦л'^^^* 



ДМствительно, исходя изъ тождества: 

дцфеыъ: 

„^ ^-- г,ь/'^....,п,..-. (Бн-1)"в"— Б"е"=0 

а 8Т0 приводить къ равенству: 

,.:^ п ул,'.'. /. [а?-н(Вн-1)в]»_(а;-4-Бв)»=0.па;»-' = ^4-^"^ (а) 

въ чемъ уб']&ждаемся непосредственно, д']&лая разложен1е л^^вой 
части по биному Ньютона. ) 

Пусть теперь им^емъ функщюг * 



.0 



> ■ 






«•у *» 'Зр*^ 






^•й^-яо* сс^б^л//Г ^■^'?г^ 



I' 




Г^ 



-ч-а^а?*" *-+-... -4-в^а?% 



^^— ^^ -с 'Т^-*?^/ 




Мк. 



тогда, заменяя въ (а) » последовательно чр^зъ т, т — 1,...2,1 
и умножая получающ1яся равенства на а^, ^|«-*^т~19 получиыъ 
по сложеши ихъ: 



/"[ям-СБ-н!)©] -/•(а;-4-Б0)=еГИ. 



■■■«МММ» 



(V) 



Бъ этой форм*]^ символическое тождество, какъ увидимъ, весьма 
пригодно для получешя ;ра8ложен1й различныхъ функщй въ ряда 
съ Б. ко8ффиц1ентами. 

Такъ, полагая /'(д?)=в% находимъ: 






(О 



или, при а;г:^0, 



■■- • '^ -ччим^маи^о^рм. 



(Б-1-1)в Бе 



■Им^ *|^Я 1 ^)*7Ч*^ 



Т. е. 



в; е =^е- 



е^ 



1' 









е«~1' 



= 1н-Де+5,^ч-. 



• • 



3 ь^^\ 



— разложен! е, которымъ мы такъ часто польвовадись. Бъ полу- 
ченной символической форм^ оно, при дадьнМшихъ частныхъ 
предположен1яхъ, ведетъ къ новымъ заключенхямъ относительно 
чиселъ Я. Бернулли. Напр., представляя его въ вид'Ь: 

и, полагая зат^мъ: 

найдемъ: 

^ 1 , X 






■«■1»>««»4« 



X 



3 



• • 



Д^лая равложенхе въ л^вой части и сравнивая коэффищенты 
при х"", найдемъ соотношеше: 



В{В-1) . . . (Д-п-н!) _ (-1)^ Хо1[^^оСПп]„УЦ^п 

11-4-1 Г^Т^ 






ч> 









ел — ^ 






155, > 
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Заи'Ьняя в» (Ъ) 6 чрегъ -^0, поду^вмъ: 

Эту формулу можно различно комбинировать съ начальной; тавъ 
умножая почленно ф) на в''^ а (с) на е^^^, нмФецъ: 

с - ^ » Ь' в = -7 , 1ВГ С» » С 

-(В+»)в е^'-")®" 



е'— 1 



отссрда при п = ^, им^емъ: 



« =€• 



.«*.«■ ■||||»||*т*»»|' 



что приводитъ къ соотношен1ю: 



. и нвг^ги'г-^-**--'-'''**'"*''''**' 



То-ж« равенство (*) даетъ тождество: 

(^4-1)6 (тВ-|-2)в (т^5-^»»)е 

^ -*- е Ч-. . .. -не = 

е"*®— 1 ^ 

е^.тЬ (В 4-1)6 
= "9 — :=»^ (<?) 

Сравнивая коэффищенты при в^ въ об^ихъ частяхъ ((2), находимъ 
сл'Ёдующую зам'Ьчательную зависимость: 

1 

Отсюда находимъ: 

-[x-^-{тВ-*-тЩ^'!^=т{x-^-т{В-^-1)Ьу 
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йЖ у) 



дхду 



=^\Дх^В,у-^.Е) 



гд4 Б. числа, соотв'Ьтствующ1я В и В^ мвгугь быть взаимно ком- 
бинируемы уже только какъ дМствительныя, а не какъ симво^ 
личешя количества, т.-е. когда сд'&лано уже символическое раз- 
ложен1е, относящееся къ х-^В и у-^-В" и показатели степеней у 
В л В" заменены индексами. При частныхъ значешяхъ х яу эта 
формула привадитъ, следовательно, къ равенствамъ, въ которыя 
входятъ квадраты Б. чиселъ и произведентя ихъ попарно. Твюо 
также навдемъ для функщи съ 3 переменными: 



дхдуде 



— тождество, приводящее къ соотношен1ямъ 3-го порядка между 
числами Я. Бернулли. Аналогичнымъ образомъ основное 1?ожде- 
ство можетъ быть распространено и на случай функщи съ лю- 
бымъ числомъ переменныхъ. 

§ 36. ОбоФщен1е основного тождества н сл'Ьдств1я. 

Основное ^символическое тождество (1У) въ ц^ляхъ еще боль» 
шей общности можетъ быть преобразовано введешемъ въ него 
еще ^^котораго новаго произвольнаго количества О и представлено 
въ ВИДЕ: 



действительно, исходя изъ тождества: 

(д-«-1 )"— д"=о /'■^^'; ^: / 

\ / . -, — ^ /3 / / 

лнФеыъ: 

м,,^ ^--г,^,ч,...,^п,..■. (Б-+-1)"е"— В"в"=0 
а это приводить къ равенству: 
...> пул,", /.• [а?-ь(Б-1-1)е]"— (а?ч-^)»=е.»а;»-' с с?//^' (а) 



) 



•Д*'.— .'/»! ^-^ЧП, • .«Гж-«~ . « «-. ' ^ 1«ХЧр 



7Гя 

въ чемъ убеждаемся непосредственно, делая разложбН1е левой 
части по биному Ньютона. 

Пусть теперь имеемъ функщю: 






' Яа;)=аоа;'"-+-а,!г"— *-4-а,!Р'"-'-н...-м»^а?«, 

тогда, заменяя въ (а) п посл'Ьдовательно чр^зъ т, т — 1,...2,1 
й умножая получающ1яся равенства на а„ а/. ..а„_,, получимъ 
по сдожен1и ихъ: 

/•[ям-(Бн-1)в]-/'(а;-4-Бв)=еГ(а?). (У) 



■ »|1Ч1 »Ь|| И «||— мчайм— ц цишюцш» 



Бъ этой форм^ символическое тождество, какъ увидимъ, весьма 
пригодно для получешя ;ра8ложен1й различныхъ функщй въ ряды 

• 

съ Б. коэффищентами. 
Такъ, полагая Яа?)=е*, находимъ: 

в — е =06"^ 



или, при (Г==:0, 



' "^'^о-гонмиЖ* 



(5-1-1)6 Бе В^ Ц у. 



>,» 1'*1М*^-^ /'• 



т. е. 









б ^ 1-^-^?^6-*-^?, т — р:-»-, . . ^^ ^— 1 



— разложен! е, которымъ мы такъ часто поль80вади|Сь. Бъ полу- 
ченной символической формЪ оно, при дальн^йшихъ чаетныхъ 
предположен1яхъ9 ведетъ къ новымъ заключен1ямъ ртносительно 
чиселъ Я. Бернулли. Напр., представляя его въ вид%: 



б! 






_ т 



и, полагая зат^мъ: 

найдемъ: 

^ 1 , а? л* 

(а;-Ы) =±г(яг-н1)-1-|-н|- 



Д^лая равложенхе въ л^вой части и сравнивая коэффищенты 
при о;", найдемъ соотношеше: 

Д(Д-1) , , . (Д— п-ь1) ^ (— 1)" ^^(./]|23^0(^п>.. 
^^ — \„ „ 1.2..,п Л-+-1 * ~7~г — -" 

^ ^^ ■ ■ ■- ■■■. ■ *^^**^ / - - ш^ ■ - \ 
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Заи'Ьнаа щ, (Ъ) 6 ^рсзъ -^0, оодучвнъ: 

Эту формулу можно различно комбинировать съ начальной; такъ 
умножая почленно ф) на в''^ а {с) на в'*'^^, имфецъ: 

С - с » У е =-7 — , НС & , с 



-(В+»)в е^«-»)®' 



е'— 1 



«тссрда при п = ^, им^емъ: 



ЧТО приводитъ къ соотношен1ю: 



( 



1МД1!**4'Г-^* 



То -же равенство (6) даетъ тождество: 

(||Шнн1)в (тВ-*-2)в (11^ч-п1)е 

^ -ь е -4-. . .. -ье = 

е*"®— 1 "^ 

е^.те (В-1-1)е 
= -? — :=»»е (Л) 

Л^ 1 ■■■ ■■■ ШИГ 11-1 иг— ^ ' 



Сравнивая коэффищенты при 6^ въ об'Ьихъ частяхъ ((2), находимъ 
€лЪдующую замечательную зависимость: 

(тБ-1-ПР-н(тВч>2)Р-ч- . . . -^-(тВ-ь-тУ=т{В^1У . (У!) 
Отсюда находимъ: 

[а!-»-(»|Бн-1 )е]Р-1-[а? л- (»мВ-н2)е]Р- 

!■ III ШЯ 11111 ШЧГ I ■ *'''■'. -.. ^'■)*« 
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Изъ формулы (а) инФемъ еще: 

28гп ^€08 ^ — 5"-^- = в, 
огоуда, заи^Ьбаа О ч^^тъ 26, , н&йдемъ; - 

сав(2^^1)е«^^ 



< ( 



Полученныиц . В9|шжев1)щи../(д« #I|Вд,.а05^^, |ш(2|^^1)0 можно 
пользоваться для разложенхя въ ряды различныхъ^т^ГФщоие'ЦИ-^ 
ческихъ ве1ичинъ, вацр. , I 

Зам'Ьняя со82БЬ и 5ш2^Б0 ихъ значешямв, вайдемъ: 

со8[(п-*-1)-1-2Б]е=со5(п-1-1)е . есЛ/9-нвгп(п-н1)е . 9= 

■ . ^ С08*9 л • лч л С08Ш) 

т. е. мы получили разложеше: 



'^'=«»К«*»Ь-''*1«-' -{<"*»> *«}'Й 



Г» 



{(п-.1)_,2б} ^ 



* в« 



2.3.4 

та- 



• • • 



Ос08(»в) , г. ,,, .„ .г> и* 

-н{(пн-1)«-4-8(п-^1)»Д-н24(п-ь1)'В.-ч-16В«|^-^1-^-. , , , 

Точво такхе ни'Ьенъ: 

8т { (п-н1) -н 2Б 1 0=ми(п -н1)6 . со«2В9-1-со8(»-н1)0 . 8гп2^Ве:^ 

=8ш(п-1-1)в .6с/|$[в— сов(п-1-1)9 . 8= 



_е.отп(нО) 



8тО 



сл^^довательно: 
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_ [(п+1)«^б(п^1)*Б,^12(пч-1)Д]^-^^ . 

Изм'Ьняя въ 8тихъ формудахъ 6 на т% а п въ —, получидн бы 
еще разжоя;ен1я функщй 

въ вид'Ь рядовъ съ Бернудлевыми коэффицгентами. Давая величи- 
нахЪ| вх(Ч|ящимъ во вс% разложен1я подобнаго рода, частвыя зна- 
чен1я, всячески комбинируя получаемыя формулы между собой и 
пр.у мы можемъ вес болФе и бол'Ёе уяснять себ'Ё свойства Б. чиселъ. 

Равсмотримъ одвнъ примфръ. 
Положимъ въ ф. (УП): ^{х)=::собХу 1п=Е=2, и х=^0. Тогда имФемъ: 

со5(2Б-н1)0-*-со8(2Б-#-2)в=2сов(Б-4-1)е=2со5Бе. 
Отсюда 

(о \ д 6 

25-4- 5" )в . С08^=са$В^= 2 ^^ 2 

следовательно 

д 

со8(4Лч-3)0ь=: ~^=«)5(2Б-*-1)0 

срМмявяш К0еффвц1тты ирш 0^, мм*Ьемъ: 

(4В-н$)*«=(2Б-1-1)*« (с) 

Съ другой стброны, по ф. (VI) нм*]&емъ собтношен1е: 

, (4В-»-1)*»-н(45-ь.2)*«-ь(4Б-ьЗ)*'»-н(45-1-4)'"=4(Б-1-1)*» 

ЗамЬяяя 8д*сь въ Сиу {с) (4Б-1-3)*'' чрезъ (2В-ь1)*'* и д4лая 
упрощен1я/ йМ'Ьемъ: 

(4Б-н1) *"-^-(2 *^-|-1 ) [(2Б-н1)*'*-н(2Б-+-2)''*] = 

=4(В^1) *''-ь(2В-н2) *^ 

иди, опв«ь цо ф. (VI): , 

8* 
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(4В-*-1)'"-1-(2«"-|-1)3(Вн-1)'"=(4н-2'")^+-1)*" 
откуда 

(4В-1-1)"'=(2— 2"')(В -•-1)'"=(2 -2»")5,„ • 
Но в 

(2Б-^1)'"=(2— 2»")(Б-1-1)'" 

■■'''•' •' • . . : .■ ■ ; ■ ■ ;• ■ ' • 

какъ это сл'Ьдуетъ изъ тождества: 

(2В-1-1)*"-^(2В-4-2)'"=2(5-1-1)*" '• "' ' 



и потому заключаеиъ, что 3. функщн ^Б. чи'седъ: 



т I 



равны меАду собою; именно, каждая из'ё нихъравн*^(^— 2*'')В,„. 
Т. е. иначе ' - • '' - 

1 + (2»),2Дн-(2п),2*Б,-н-(2п),2'Б,-ь;..„ . ., 
= 1 -»-(2»), 4 Д -н(2п),4*5,-н(2»)« 4 *Б, 



=3"[1 ^-(2пХ 1-В.-Н ^2п\(^^уВ,-^-... |== 



• I 



=(2-2'")В,.. 

ГЛАВА УЬ 

Приложен1е къ изсл%двван1Ю чисмъ Я. Бернуллк нетодввъ: ^ 

теорш чнселъ. 

Непосредстве^зное прим'&цен1е наналъ теорш. чцседъ ,к;б изуче- 
шю чиселъ Я. Бернулли привело къ раскрии'ю наибол'Ье суще- 
ственны![ъ и зам']^чательныхъ и^ъ'свойствЪу ^потому такой спо* 
собъ изсл'Ёдоватя Б. чиселъ въ посл'Ёднее время является. >г,ос- 
подствующимъ. Бъ настоящей главЪ мы и излдммъ всЪтлавц^й* 
ппе результаты, достигнутые этимъ путеиъ. 

§ 38. Теорема 1Птаудта. 

- • > 

Однимъ изъ первыхъ и вуАст^ важн'Ьйшихъ предложенШ, до- 
казанныхъ при помощи теор1и чиселъ, явлМтся теореш! открн 
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тая Штаудтомъ, которая то^но опред^^аетъ числовой составъ Б. 
числа В,^. Имеано, но этой теорен'б В^^ иредставдаетъ разность: 

и А /1111 1\ 

гд'Ь уменьшаемое А^^ — н'Ькоторое ц'Ьюе число, положительное 
или отрицательное, а вычитаемое представляетъ сумму дробей, 
И8ъ воторыхъ каждая им'Ьетъ числителемъ 1, а знаменателемъ 
простое число, которое на 1 превышаеть одного изъ д^^лителей 
числа 2п. Эта теорема была изложена Штаудтомъ [въ первый 
разъ въ XXI т. журнала Брелля; доказательство ея было имъ ос- 
новано на 9 леммахъ, раскрываюшихъ н'Ьгсоторня числовии свой- 
ства Б. функцш 8^^{х). Шсколько позже Штаудтъ предложилъ 
новое, бол']&е краткое и строгое доказательство своей теоремы, и 

• ♦ , 

развидъ и^которыя ея сл']&дств1я въ двухъ небольшихъ сочине- 
шяхъ: <Бе питепв ВегпиШаигв. СоштепШю Ь, п «Соттепи- 
110 11> (Ег1апееп, 1845). 

Мц зздожимъ вд'Ьсь именно это последнее доказательство. Оно 
основано на представлешн Б. числа въ вид'Ь: 



> V 



ДО" Д'О'" Д*"-« 0«" Д*|[0^1 

2п ^2п-н1) .;^ 



• • • 



которое мы несколькими способами получили въ 1У-й глав'Ё. По 
этой формуле В^^ представляется въ видф суммы выраженШ вида 

, но легко мофно уб'Ьдиться, что Д** *0*'* представляетъ 

Р 
собой ц'Ьлое число, среди множителей котораго находятся всё 

числа отъ 1 до {р — 1) включительно. Въ самомъ д'Ьл^, при вы- 

вод'Ь формулы Баталана (§ 29), мы вид'Ьли, что х^ можетъ быть 

представлено въ вид'Ё: 

гд§ Мр^^ — ^ц^лыл числа, связанныя между собой н*которымъ со- 
отношешемъ (§ 29, Г). Съ другой стороны, разлагая х^ обыкно- 
веннымъ аорядкомъ по факторхальнымъ фушщхямъ, '■ им1;емъ: 
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Сравнивая оба выражеп1а для х^, находвиъ: 

Д0Р=1 . Жр***, Д»0Р=1 . 2ДГр<') . . . 

Поятому 

Т. 6. Л'^'^'О^'* д'Ьйстб0Тб1ьно представляетъ некоторое ц'блое число, 
делящееся на 1.2...(р — 1). 

Разсматривая поатому ■• — , видимъ, адо въ томъ ' слут^. 



г ' 



когда р есть число составное, количество это непрем']^нн'о должно 
быть числомъ ц§лымъ. Въ самомъ д-Ьл*, пусть р==а.Ь, гд'Ьа>Ь>1, 
тогда оба числа а и &, будучи мен'Ье числа р, встр'&тятся въ 
ряд'Ь множителей 1.2...(р — 1), которые входятъ въ чяслитель 
разсматриваемаго выражешя и потому Л^^'О'^ разд'Ьлится въ 
этомъ случа'Ё на р. Также и въ случв'б когда р пре;[(етавляетъ 
квадратъ: р=^а^, им'Ьемъ; а*^2а (вр01гЬ <1*гг= 4); чиёлА а и ^а 

встретятся въ ряд* 1.2...(р— 1) и потому ^ — —целому 

числу. Наконецъ, когда р =: А^ разсматриваемое выраженхе есть 

— 5— > ^^ 



• •. 'М М ' •' ■ ^^■ 



»•«•■ 



И такъ какъ , 

. ■ ■ ' 

3 '»- Ч-1=(4— 1)»»- '-1-1= -. 
={4'»-'— (2п— 1)4*''-*-1-. . . ^-(2»— 1)4— х}-!- 1 

т. е. дълится на 4, то есть число псЁлое. Итакъ, при р со- 

ставномъ, всегда будетъ числомъ ц^лымъ. 
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Когда ак р шел прмтое 1аиОэ бопшее 2, л пусть г есть 
шненьшШ поюжатепвнй гатгь нем Зи оо модтлю (р — 1). 
Тогда, пражКиая фор1га1у Фершата п ввражешю: 

А'-о-^о-- 1)-- (1^'(,^»у^<гпМ:^(р_„.._. . . . 

полупмъ: 

I 

Цоагому асакШ равъ, когда г>Оэ т. е. Зи ве д^двтеа ба (я— 1)э 
пм^Бемъ сравнеше: 

др-«0*-=4Я-«0''(мод. р) 

в такъ какъ г<(р— 1), то Л'' *0'^=0 в потому • п въ этомъ 

сдучаЪ есть ЧВС10 ц-Ьдое. Еслв же г = О, т. е. 2п д1)лптса па 
(р— 1), кы^шь: 

др-*0«"=(1— 1)''-'— 1=— 1 (мод. р) 

дР-^0'» 1 д|'^»0*'* 
сд^Ьдоватедьно, 1 — =ц']^лому, т. е, въ этомъ с;|у9а'Ь 

1 
представдяетъ разность н'Ьвоторяго ц'1лаго чвсла . ц. дробв -• 

ДО*'' 1 

Наконецъучдевъ ^ = — — . 

Итакъ, въ общемъ выраженЬ] (1).Б. чщсла В^^ будутъ ц'Ьлымв 
числами веб т'Ь члены, у которыхъ знаменатель число составное 
или же такое простое^ которое |10 отнят1в отъ,него 1, нф я|иэт.св 
д'Ьлителемъ 2п. В&Ь же проч1е члены равбдваютса м. р^меость 
ц-Ьдаго чмс» даобд^ у которой чвсдитедь есть 1, а ввакйямедь 
простое чвсдо, превод^ходящее на 1 рдцого изъ дблител^И, чвсда 
2п. Соединаа ;вс'Ь д:Ьлыя числа вм'Ьст^, вм,!&емъ: 






'Г^ 



• I 
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гд4 А^^ — ц'1лое число; 2^3, а, ^, ..Х^^таки црс^оты^! тасда^ кото- 
рый, по, 0ТНЯТ1В единицы, , Д^ТЪ ЧИСЮг 2м» ] 

Такимъ образокъ, р;9орвма Штаудта дока8|^на» 
Такъ напр., делителями 2 будутъ 1, 2; увеличивая ихъ на 1, 
им'Ьемъ 2,3 — простыя числа. ДХоотом]^: 

в.=Л-(4Ч) 

И дМствительирс . ^ ^* Ч 

^'=б"=^~(2"^8:)- ■• , 

Точно также, д'блителЕ числа 24 суть: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. 
Увемчивая . ихъ на 1, ин'Ьенъ: 2, 3,4, 5, 7, 9,< 13; 25; 11роС'^{1111гй^ 
нихъ тольЕО 2, 3, б, 7, 13 и потому; '^' ' 

» А /1 1 1 1 1\ 

и д^Ьйстввтельно 

„ 236364091 ^^^,„ /1 1 1 1 1\'' 

^»= 2730-=-««"^-(2~"з~*-5-^Г-*-Гз)- 

Изъ теоремы сл^дуетъ непосредственно, что знаменатель каж- 
даго Б. числа долженъ делиться на 6. Легко вид'Ьфь, у какихъ чи* 
селъ Я. Бёрну^ли знаыенателемъ будетсь число 6: это — т% числа^ 
для которыхъ п— число простое, а (2п-н1)— составное. Въсамомъ 
д'Ёл'Ь, д'Ьлителями 2п въ втомъ случа'Ь будутъ: 1, 2, п, 2п; увели- 
чивая ихъ на 1, им'Ьемъ: 2, 3, пч~1, 2пн-1;'8Д'Ёсьпростыя числа 
только 2 и 3, и потому: 



1 I ' 






м; 



п) 



Таковы Б. числа 'В^^^ В^^у В^^^В^^. . . и пр.' 
§ 39. Формум Эряита. ! : ь 

Теорема Штаудта, точно определяя дробную ^1ас1:ь Б. ^йвсла:^, 
не даетъ, однако, воз&(ожноСти^ непос11едствён1^о получать' ёз^Одя* 
щее въ его составъ 11%лое число Л^^.^Х^я 8той'посл1^днёв ц^1к, 
какъ показалъ Эрмитъ, можно воспользоваться соотвошешами, ко- 
торымъ удовлетворяютъ Б. числа. '^ 
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Тав, 1ш ■■кп еашммнеевое еоотношете: 

(1?-н1)*-**— В*'+'=0 

шжш п раофытой фориЪ: 

1-К9||-ь1),Б,-н(2|ц-1),В,н-... -« 12||-ь1)В„=0 



ашЛвшя здкеь В, чреп — ^, а прочи Б. числа — вгь внра«ев1«11 
ПО теореме Шпудтл, наВдеш: 

(21М-1). (л- 1-- 1-)-.(2»нн1). (л - 1^- 1- ^-) - . . . 

Охбшри зд^сь иевн, нмЪющ1е мвохптелемъ ^, им'Ьемъ: 

— 1{(2'«-^1).-^(2»-*-1)« -^ . • .-н(2|м-1),.-1 } 

ио 

(2я-н1),н-(2пн-3), . . .ч-(2«-н1),„= 

=-^ [(1-»-1)»"^ '-|-(1-1)'"+ ']-1— 2'»— 1, 

1 ^ 
поэтому — сумма члевовъ съ мвожотелемъ »- оудетъ: 

-1(2*--2)=-(2— -1). 

Можно д&гЬе видеть, что сумма чдевовЪ| им'Ьющпхъ мвожпте- 
демъ -, есть также цЪме число. Для атого зам^тпмъ предвари- 

1 
тельно, что дробь - входитъ въ выражеше тФхъ Б. чнсежъ, уЕааа- 

Жг 

тель которыхъ д&1ится на (р— 1), т. е. Вр— |,-В|(р-4)1-^э(^— !)•• • 
Поэтому въ (I) сумма члевовъ съ множптелемъ -» будетъ: 

-•Вр= - к(2пч-1)р_.-ь (2п-^1),(р_.,н-(2|М-1),(р_„-»- . . .] . '. 
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Пусть дал'Ье а> представоастъ корень >>уравнев1я гг''~^~т-1 ггО, 
тогда[][^сумма 2(1 -«-(о)'"'''^, распространенная на всЬ корни урав- 
нен1я, будемъ им'ёть, на основашв теоремы о сииметрическихъ 
функц1яхъ корней двучленнаго уравненхя, такое дяачен{е: ' 

,, С;ь другой сторон», мы знаемъ, «то срарцеше: ^. ... 

имЬеть (р*-1) корней 

• • • • " 

(0^1, 2, З...(р — 1) (мол..'р) 
откуда 

1н-а):= 2, 3, 4. . .(р— 1),0 (мод. ]р) 
и 

Такъ какъ (2п-1-1), какъ число нечетное, на (рт-;1) Делиться не 
можетъ, то, по известной тебрем*, им'Ьемъ: ' , 

1.п+1_^2^»+'-4-3*"+*н-...-4-(;?— 1)*'».'^*=0 (мод. р) 

следовательно: 

1-*-2(1-»-(«))*"+'=0 (мод. р) 

1н_(^,_1)[1_н(2п-1-1)р_,-1-(2п-н1)„р_.,- 
-|-(2п-*-1),(р_„ч-. . .]^0 (мод. |>) 

откуда 

(2лч-1)^_,н-(2п-ь1),^_,)-4-(2п-1-1),(р..^-*-. , .= О (мод; у) 

Поэтому выраженхе В^ есть число ц'Ьлое, откуда для вычисленхя 
чисвзгъ 14'^ мы им'Ьемъ такое соотношеше: 

(2п-4-1%^,н-(2пч-1ХЛ-^. . .-♦-(2й^1>,,Л-:^ '^ ' 
=2*~-'---1-нп^4-«,ч-В5-ь..\+Лр ' <1Й 

гд'Ь сумма количествъ В распространяется на всё аростыя числа, 
не превышающ1я (2п-н1). 



• ■ 1. . • 
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т-2-4,=2 — 1-1-1-1-^. {^ "^Зу -4,г— 1,^ 



^.-'-(Ь1)=в 



•и к 



Полагая п=2, находимъ: 

I» ' ' , ■ • . 

Расвраетраншвъ «пособъ Эриита ва иная соотн<^ш«ви цеавду 
Б^ичясдами, Шгернъ пояу^илъ и друш формула для вниел^ша 
чиселъ Ау подобный ф. (II). . . / . 

§ 40. Таблица значенМ щЪлыхъ чнселъ А. 

Небольшую таблицу значекШ чиселъ А^ назвваемыхъ иногда 
числами Штаудта, мы находимъ у Ьасаз^ въ его «ТНёопе ёев 
потЬге8^>,'%мв**о: ' 



-4д — А^ — л^=^. .. — л, 2 — 



'Г •■ I 






Д,=-^56 



^,=-528 
^„=-1-6193 



А 



}6 



^21ао — 



'28 



86579 

1425518 

27298230: 



•> .г 



^,,=:^н-601б80875^ 

^3,=— 15116315766 

По этой 'таблиц']^, п^)и пМоп^н теоремы Штаудта; йожно на- 
ходить значен1я соотв'Ьтствующихъ Б. чиселъ. 

§ 41. Теоремы бепоссЫ. . 

Исхода изъ теоремы Штаудта^ легко убедиться, ч!(р 

есть чцсло, ц^юе прв.^сякбм^ ц'Ьломъ гн|^чев|и ор. Для до^;^а^|^ 
тельства достаточно показать, что х{х*''—1) делится на знамена- 
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теля числа Б,^, т. е. на всЬ иростыа ^всму Боторы«.^а,1 цре- 
вышаютъ делителей числа 2п. Пусть р есть одно изъ дтихъ чи- 
селъ; тогда, по тедрем^ Фер|1ата:' ' 



4 



а;(я5р~'-г-1)=0 (иод. р) 

НО 2/» д'Ьлится на (р Л) и потому: 

х{х^** — 1)=0 (мод. ^р), 

т.-е. действительно,' йри всякомъ ц*ломъ ж, а?(а?^"— 1)5^^ есть 
число ц'Ьлое. Полагая г^^сь х=2, находимъ, что 

есть всег;(а число цЬлое. Отсюда ч^л'Ьдуетъ^ между нрочвмъ, что 
кодффнц1бнты въ раздоженш (дх по степенямъ о;* суть числа цЪ-: 
лыя. Въ самомъ дкл'Ь, по § 4 гл. I: 



X . _ _ х^ 



1дх:^П2*-^\)В, 1^ ^ П^'гг-1)В, ^-у-^. 






означая 2^\2^*^—\)В^^ чрезъ Т^^—^^ им-Ьемъ сл^довах^ельно:, .н^ ,, 



Ьдх=Т, 



X «, Х^ г^ х^ 



1.2 М.2.3.4 4.2. ..6 



• . ■ 



гд'Ё Т — ц'Ьлыа числа. Зам^тимъ, что въ этомъ можно уб'Ьдиться 
и иными способами; такъ, это непосредственно слёдуетъ изъ ф. 
А. вепоссЫ (гл. П, §13). 

^,„=2^1. ^{и,-(«»).(2'»-*-1)-н(т);(3'--«-2*-- -4-1)-.. 



*;!.! * 



тн(-1Г[(т~Х)'»-'-(«»,-2)'-'т#-. . .-+-(- Х)*"]] .. 



< . I ( 



Какъ мы видЪли, зд'Ьсь т должно быть бол^е (2п— 1); полагая 
т=2п, видимъ, что Т,^_4=2*'*(2*'* — 1)^|» есть число ^'ц'бл бе. При 
помощи то8-же формуле! А. вепоссЫ впервые дока^алъ,'Ч1^ и 
числа вида 2(2^*" — 1)^зп> которыя' вхюдятъ въ качеств*! коэффи- 

цте№овъ въ ра8ложей1е фун'кцш <5^/^У суть цФлЬй; й'оэггЬ'му й 
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теореиу общак*а характера, именно, что х{х^'* — 1)^1 п ^^'^^ Ц'Ьлое 
чисю; навивают^ теоремою ОепоссЫ, а числа вида 2(2***— 1)^,^ 
— числами ОепоссЫ. Он и обдадаютъ многими замечательными 
свойствами и потому наряду съ числами Я. Бернулли подверга- 
лись изучен1ю. 

§ 42. Теоремы Коши. 

ПоложимЪ; что въ той-же формуле беноссЫ ш есть простое 
нечетное число. Тогда 

2'"(2»»- 1)Д„=— 2«[(т— 1)*"-*-(т— 2)"'-*-ь. . . 

..,-|-(-1П (мод. ш) 
Но . 

(от— I )»""'=— 1, (ш— 2)*»-*=--2'"*'*...(мод. от) 

и потопу: 

(от— 1)'"- '-1-(от-^2)»«'-*н-(от— 3)'"-'н-...-н1=0 (мод. от). 

Умноживъ это сравнев1е на — 2п, и приложивъ къ предыдущему, 
им'Ёемъ: 

2'«(2»" -1)В,„=^2п[{т— 1 ) «"" '-ь(от— 3) **" *— 

. . .-4-4*»- '-1-2*"-*] (мод. от) 

или, такъ вакъ ' 2"*=2 (мод; »Л),'тЬ ' '• 

2(2*"- 1)5,„=— 2Л . 2»"Е1 ^2*— '-ьЗ*"" *н- 



•• • • 



1 • 



• • • 



^'"'^уТ^ ^ ^^^^" ^^ -»^^ 



Пусть тс=4п—1, откуда 2п=— ^— , ,2п— 4^ — ^. 
Тогда сравнен1е (I) приметъ видъ: 



2{2'^^^1)В^^^^^^^^У 



_ 2 

— V 2 /" 

.-Г' ■ . .' ' . 2 . 



I .» 



'• • • < 



^. 



т — 1. 



...^[^)-^](ио^. т) 



Но 



; ^ . ■ " ■ 
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2 2 =(—1) в =(_1) 8 э(~1) ^ (мад..;^»): 



поэтому: 



т-1-1 »|-ь1_ «п — 1 



2(2 



2 



-1)Д^-ь1=-(т-^1)(-1) 4 [1-^2 ^ 



« • • 



< ■ 



т — 1 



•••-*-(^у-) 2 |(мод. т) 



НЛ0 

т-*-1 т -*- 1 т — 1 

2(2"^~-1)Дт-ц:^-(-1) * I 1н-2 2 



т — 1 



I • 



.. +(^)^"] "■«•-) 



Такъ какъ 

т — 1 .^ . т — 1 



■ г 2 



-(^>' ' Щ)-!"*-») 



ТО, означая чнсю квадратичны^ъ рычетовъ. въ ряд^: 

1, Л| 0«« . • -^ 

чрезъ К^ а неквадратичныхъ — чревъ И\ им'Ьемъ: 

тнн 1 . т-1-1 

2(2 2 --1) В^ -^ 1 =-(-1)"Т~(У_:у>) («од. »») (II) 

2 

Это замечательное предложен1е иначе было доказано Боши '''), 
приведенное же доказательство цринадлежитъ СепоесЬ!. Пусть 

для примера, т=11, тогда въ ряд* чиселъдо — ^- включительно 

ИМФвМЪа 



*) Мёш. ае ГТшйШ, 1840. 
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Ш=(п)=(й)=Ш=-. (ЙН. • 

т.-е. №=4, ЛГ=1. Отсюда: 

2(2»~1)В,=-^Н1)»(4— 1) (мод. 11) 

1 
, I 

подставляя Бв=т^ , убеждаемся въ справедливости посл'Ьдняго 

сравнешя. 

Положимъ еще въ сраваенш (I) т = 2п^«-3{ 9пз;;<т^3. Пр- 
лутамъ:. •.■ : м ..• . ■ ; • 

Равсматривая ато сравнев1е9 вавди^^аемъу что если сумнаг < 



1^а??--«. 



/т — 1\ 



т— « 



'• • • -п^/ 



• I . -* 



дЪлится на т, то: аепрем'Ьнно числитель .Вт1_з должевъ дЪ^шться 
на т. Это позволяетъ установить некоторую связь между Б. и- 
слами и посл'бднимъ предложешемъ Фе]^мата. Именно^ ка^ръ дрка- 
залъ Еоши *)у неопред'Ёленное уравненхе Фермата: 






яб можетъ бпть решено въ числахъ 1^ла1ъ, взаимно прок^тыхъ 
между собой и съ ш, пока сумма . ' V 



[-^^-■-(^П 



не ^^^А^в^^(си на т; следовательно, мо^но ут^ер^йкдать, что 1ч>му же 
уравнешю цельзя удовлетворить указаонымъ , образомъ, если чи- 
слитель В^_^ не холится на т. ., » 

§ 43. Теорема и таблица А4а«8'а. 

Изъ формулы А. вепоссЬ! сл^дуетъ еще: 

2"»(2»"— 1)Р,„=0 (мод. 2п) 



*) Ск)тр(е8 Кеп<1118 Ае ГАс. Лее Заепсев, 1847. 
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ми 

2'»-*(2«»~1)5,„=0 (мод. п) 

Подожимъ, что п— число простое, тогда; 

(2'"— 1)5,„=0 (мод. п) 
или 

(2-н-1)(2"— 1)В,„=0 (мод. п) 



• ■) .<»:• 



Такъ какъ при п простомъ (2**-+-!) и (2** — 1) не могутъд^ли^ься 
да п/то очевидно, что числитель В^^ долженъ д'Ьлить^ся 0к п. 
ТакЪу числитель Д^ долженъ д'Ьлиться на 5, числитель Д^ ^^^ 

5 7 

И' действительно: В^ о =^, Д^ = ~. Это предложеше часто на- 

зываютъ 1*й теоремой А(1ат8'а, который далъ ее бедъ доказа- 
тельства въ 85 т. журнала Ерелля. Тамъ же указано и другое 
болЪе общее свойство Б. чиселъ, которое мы выведемъ н'1^сколько 
позже, и помещена таблица ихъ значенШ, которую А(1ат8 довелъ 
до ^V|,«, 1фичемъ тщательно пров']Ьрилъ и всЪ ран'бе вычисленнпя 
вначешя Бернуллхевыхъ чиселъ. 

§ 44. Теорема Г. 0. Вороного. 

Во многимъ весьма важнымъ заключешямъ относительно Б. 
чиселъ, именно относительно состава ихъ числителей, приводитъ 
.1;еорем,а| предложенная Г. 6. Боровымъ и заключающая въ себ^ 
теоремы А(1ат8'а, какъ частный случай. 

Теорема эта основывается на сл^дующихъ двухъ леммахъ. 

1) Если назовемъ числителя и знаменателя Б. числа боотвЪт- 

р 
.ственно Рв^ и в,^ такъ что ^5,^=^ — дробь несократимая, и 

и 8^^x) — Б. функщя при ц*ломъ значен10 о;, то им4етъ м^ето 
сравнен1е: 

Ргп • а^<г»п • 8,п{<с) (мод. !Г') 

Д'Ьйствительно: 



*) Иав^спя Харьковскаго Матем. Общества 1890 г. 
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р,„.<с=^,„.8,„^x) (мод. я?') 

Такъ, прн п=1, 

„ Р. 1 „ X* X* X 

отсюда: 

65',(а?)^йР (лод. я?*) 
или 

Р,.ж=:^,./8,(я:) (мод. ж^) 

2« Если а и а? числа Ц'Ьлыя, положнтельныя и взаимио-простыя, 
то при т>1, им'Ьвтъ м^то сравнеше: 

г=х — 1 



г=1 



гд4 Е ц'Ьлая часть дроби—. 



Для доказательства возьиемъ )1ядъ равенствъ: 



а^х.Е-'Л-г^ 

X 

2а=я?.Е— -ы, 

07 






Зд'Ьсь числа ^^^з- • «^ог-! ^^^"^ меньпия х и различный между 
собою, очевидно, представляютъ рядъ чиселъ 1, 2, З...(а; — 1), 
только иначе расположенныхъ. Переписывая полученныя равен- 
ства въ иномъ порядк'Ь, им'Ьемъ: 



X * 

* 

2а~х Е — ===Г2 



(я;_1)а— а; Е-— =г,_,, 
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откуда, возвышая об^ часто дтихъ равенствъ въ т-ю степень, 
находинъ: 



{х~1ГаГ*—ш.а'^-\х—ГГ- 'Е ^^ ^^ V . . .=г'" 



X "-' 



Эти равенства даютъ радъ сравн9н1й: 



о"*- тх . а"*- '^-^г, »" (мод. х*) 
г'^а'"- тж . о"*- • ^ - = г,*" 



(ж— 1Га"*— шр . аГ- '{х- 1)*"- •^; ^^— 11?=г'"^_; 

откуда, по сложеши, находинъ: 

{а'^-^1)8^х)=т^^'-^х^^-'Е^ (мод. о?') 

На основанш этихъ леымъ можно доказать теорему: Бели тоела 
а я X ц'Ьлыя и взаимно- цростыя, то им'^^етъ м'Ьсто сраввев1е: 

г=х — 1 

Р,>««-1)=а«.а'--'«„2]»'""^^ (мод. X) 

Въ самомъ д'Ьд^, оо 1-й леииФ вм^емъ: 

^••«=^«»-5,„(а;) (мод. ж') 
а по 2 й лемм'Ё: 

»=а; — 1 

(а'"— 1)5,„(:г)=2и.а*"-'а?У«'"~'^^ (мод. а?') 

«а1 
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Уьножад об-Ь ча€ти. 1-го сраввеша ^» (а*^-г-1), а 2-^го на ^^^•^^ 
и вычитая 2-е сравнеше ивъ 1-го находимъ: ,1 • ». :,о:^1 ь- 

%==х — 1 
Р,^x(а'^—1)^2па'*^^^x^,^^^'^-'Е^^ (мод. х') 

шШ X 

или, сокращая рб* части, сравненш ц модуль на ж, 

Р,,(а»--1)=2».а^— <?„У*'"~'-^^- ("ОЛ. X) (Л) 

что и сд'1дов|ир доказать^ V 

§ 45. СдЪдств1я теоремы. 
Полагая въ формуд'Ь Г. в. Вороного х:=^щ найдемъ: 

Р,п{(^'''-1)^0 (мод. п) (I) 

гд* а и п—члбм взаимио-простыя. Бсди зд-Ьсь^^-г-чисдо простое, 
то не должно имЬть м-Ьста сравнен1е 

а^*" — 1^0 мод. п) 

въ чемь уб'Ьждаемся; предсташшя д^^вую часть «го в:ь вид*!: 

(а**-+ 1)(а*»— 1) 

.■•" ■ ?.1- •• о ■■■■ -• ^- 'Р^-^^О '(мод'.^») •-♦ ^•■'- ■• •' ^ ■' ■•■ ■■ 



Такймъ образомъ, мы вновь доказали 1-е предложен1е А^атв'а 
(§ 43); согласно' съ дймъ, напр., чис^литель Б. чМла^Бз^ — дол- 
женъ д'Ьлитьсь на 17, и въ] самомъ д'1л'Ь^ по таблвц*]^ А^атз'а 



Рз4=257768788836'/ 



!. ■ • '•..;, .» . ■ ^ 



— число Делящееся на 17 и т^ и, 

Дал1^е, пусть к=:р^^ р^^. . .р^ — некоторый д'Ьлитёдь '^^сла' п^ 
гд* 2?п Рг . . .1>^ — простыя числа такого свойства, что 2п не де- 
лится Еи р^ — 1, '?2 — 1>...р/— 1. Тогда, еещ озвачимъ чрезъ а, 
первообразный корень числ(аГ!|?|, не должно им'Ёть м']^ста сравнеше: 
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(а/"— 1)^0 (мод. 1>4) ;., 

а потому въ силу сравнев1я (I) найдемъ 

• • . ■ ■•••■■..». 

Совершенно также, еслн назовемъ а.^ первообразный ко^^ень 
простого числа ^7, и подставимъ его въ (I) вм']&сто а, топр1йдейъ 
къ сравнешю 

. Р,„(а, *»-1)=0 (мод. |>,Р) 
откуда. ■• , . ., 

Р,„^0 (мод. р,^) ; .... 

Точно также докажемъ, что 



X, 



Отсюда: 



или 



Р,^=0 ,(мод. р,^) 
Р,,=0(мод*2?/1)/., р,^) 

Р,„=0 (мод к) (П) 



Но такъкакъ^, —1, р^ — 1,. . .р, — 1 не д'Ьлятъ 2п, то по теоре- 
ме Штаудта, числа |>,,^,.... не могутъ войти възнйЙенатеаь числа 
В^^. Сл'Ьдовательно, докгга^яное свойство Б. чисел^б можно фор- 
мулвроватБ тага: Если п вм'бетъ д^лителемъ Ь^р.^р^А*. ^ .р^ , 
гд'Ь 1>|9 Рз. . .р1--*1>лш проетмя числа, которня не д'Ьлягь эмаме- 
нателя числа В^^^го чиелитень его будетъ д'кяйтьоя на &• По- 
этому, если возьмем*^ н^Ькоторое число п, и разлояивъего на простые 
множители, исключим^ гЬ ^зъ'нихъ, которЕ^е вхедятъ въ составъ зяаг 
менателя Б. числа В,^, проивледбН1е остальныхъ множителей бу- 
детъ 'д*лить числителя' В, „^ Это свойство Б. чи^елъ было дока- 
зано еще Штаудтомъ во 2«й изъ упомянутыхъ брошюръ его: «Ое 
питепв ВегпаШашв/ соттеп(а1яо П>^ вгь § 8. Однако, всл'Ьдств1е 
р'Ьдкоети этой брошюры, оно долго оставалось неявв'бстннмъ; 
только уже Ас1атб яри вычислен!» своей таблицы чиселъ Я.Бер- 
нулли вновь зам'&тилъ частный случай этого свойства, именно, 
что «если р — простой д'Ьлитель числа п — не входитъ въ вванена* 
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тедь числа Б,„, то чи^латель того з&е числа д^^лится нар^.Еакъ 
и другое свое предложен1е (см. § 43)9 АЛатв и эту свою терр^м^ 
высказалъ безъ доказательства въ 85 т. ж^^рнйла ЕреЛля, гд'Ь 
онъ далъ таблицу чиселъ Я. Беряулли^ Мы приводимъ зд'Ьсь до- 
казательство предложещя Щтау^та^ црвдадлев^^щее Г. 0. .^РРР^^^^Т) 
1|отому что одо проще доказательства^ дацнаго са^мицъ ЩтаудтомЪу 
и вытекаетъ изъ теоремы общаго характера. . . [., 

На основапш довазаннаго свойства, мы заключаемъ, напр^, что 
числитель До должень^ д'Ьдй11»ся на 25, та1:ъ какъ зд']^сь п=5', 
между гЬмъ 5 не войдетъ въ знаменатель этого числа, ибо д^дс^'^ 
тели 50 суть 1, 2, 5, 10, 25, 50 и сл-Ьдовательно ^5о=2. 3.11. 
Действительно, по таблиц* А(1ат8'а . , . , , . ,: 

Р,-=495057 20524 10796 48124 77525 

— Делится на 25. 

Точно также при п=Л% за»']^чаёмъ, что въ знаменателе числа 
В^^ не должно быть 11, такъ какъ делители 44 суть 1,2,4,11,218,44 
и потому ^^^=2.3.5.23=690. Поэтому Р^;'^ должно д*лпться на 

11, действительно: 

. * ■ \- 

Р,,=278 33269 57930 10242 35023 

а . > 

^ \ V ■ • .1' • I • 






'■■ . ■•■. ■.; .1 ■*■' ■•■ .. : .• •^.; ■ ' ! ' ■' 



1 ' ■ 1 • : • ! . ; 



—число, делящееся, на 11, 
: §: 46. Формул* нроФеееора % В. Дутва. 

г '11ослед{1ее , по времени изъ изв'Ьетвыхъ Еб311васамФ1Хъ >;вы|ьаве1ел 
шй' Б. числа было дано професооронъ: Н. В. Бугаевым'э^и^^цред^ 
ст11'влАетъ пример!^ прим^ръ. придожеша въ /геор11[р^ч1!1ее1эЯ*.Ббр* 
мулла вачалъ сУчешя о числовых^ь производ1шхъ^>, . трудам» Д*( В. 
Бугаева въ посл^Ьдвее в^рема выдвину таго' ьъ л№ауку*'^Это ^щраяБв<- 
ше, представляющее: Б. число вр|1 помощи, безконб«на'го ороя&эсг 
дета, мы находимъ въ. брошюрЬ Н. В. Бунюва: сОвойетва одв04:о 
числового, интеграла по гД^лятелямъ> 1688 г. .с > . (' ( у. ^н 
' Для получбв1Я'9той формули ма долданы цооойдьвоватьсатмов* 
ствами изв^стной^ числовой функц1и 2(п)| .1(оторая: опре|:^ляется 
какъ числовая производная другой функц1и 7^{р\ обладающей свойг- 
ствомъ обращаться, въ 1^при п^тХ и въ О — при вся^еоиъ идемъ 



...». .' ^» .г . * 
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1г(1)±=11, тс(2)«г0,; . .1с(л)=0 

Итакъ, пользуясь обозначен1ями теор1а ядсловыхъ производных^, 
им'Ьемъ: 

. д(п)«й=1)1г(п)=7:[^п], 

отсюда, давая п различныя звачен1я, легко находимъ свойства 
функцш ^(п). ТакЪ| при п=1 им'Ьемъ: 

а(1)=к?(1)=1; 

когда п=а, гд-Ь а — число абсолютно простое, то 

д(а)^=7г[(ра]=7га — 7г1= — 1 
д(а^)я=:тг[^(**]=7га* — 1та==0 



, ., •,<: » » 



Г'* 



Сл']&довательно, для всякаго числа, въ которое входитъ хоть 
одинъ простой множитель въ степени, большей ч'Ьмъ 1, ^{п)='0. 
Наоборотъ, для чиселъ .-«нда п=аЬсд. . .ку гд'Ь а, Ь, с, к — числа 
абсолютно простыя, 2(п)5=-ь1 или -1, въ зависимости отъ числа 
простыхъ множителей. Д'Ьйствительво: 

2(а)=-1, 2(аЬ)=^[<раЬ]=7г[(а-1)(Ь~1)]=1, 

дг(аЬо)=7:[(раЬс] " — 1 
и т, д. 

Припомнивъ свойства функщи ^(п), возьмемъ формулу, вцра- 
жающую связь между двумя безконечными рядами: 

и=1 14=1 и=1 
гд* 

"" Ь{и) 6(1) е(2) 6(3) 






С? «^ 1^^ ' 2^ 3«* 
и=1 



+ 
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а ^и\'^^с^^^{^) озна<1аетъ сумму, взятую для всбхъ д'Ьлителей 
числа II, причемъ с1 и ^ — дополнительные д'Ьлители этого числа 
Пусть ф2(п)==1, тогда (I) приметъ видъ: 

СХ) (X) 






если-же положимъ: 

2„ф.(ег)=ф(«) 

то посл^^днее равенство дастъ: 

ее <Х> (X) 

4 1 1 

Полагая ф(|^)=7г(«|), им'Ьемъ отсюда: 

ОЭ (X) оо 






что, по свойству функцш ^{п)у даетъ соотногаеяхе: 

1 1 

Дифференцируя (И) по (х, находимъ: 

со со (X) 






1 1 1 

ИЛИ 

сх) со со СХ) 






1 1 
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Преобразуя лЬвую часть этого равевства на основавтп {!), им^енъ: 



сх) со ее 



-8 [г=2.««« ] =8'-^'^8? ^'Щ 

1 11 

Но, какъ показалъ въ вышеупомянутой брошюр'Ь Н В. Бугаевъ*), 
свойство числового интеграла по д'Ьлителямъ 1!1и$(^)^(^) выра- 
жается следующей таблицей: 

т.-е. этотъ интегралъ не обращается въ О лишь для простыхъ 
чисенъ а и ихъ степеней. Поэтому, на основан1и (Ш), получаемъ 
для [л>1: 

со со 

81а ^1а ^1а ^1и г^1 

1 1 

гд'Ь знакъ Ч! въ л'Ьвой части равенства распространается на вс^ 
абсолютно-простыя числа а. Отсюда: 



<Х) со со 






Но, какъ мы знаемъ 

с» 






♦) Стр. 11. 
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а ^и\'^(с^^^{^) означаетъ сумму, взятую для всбхъ кЬдвтелей 
числа II, причемъ с1 и ^ — дополнительные д'блители этого числа 
Пусть ф2(п)==1, тогда (I) приметъ видъ: 

ОЭ (X) 






если-же положимъ: 

2„Ф.(ег)=Ф(«) 

ТО посл^^днее равенство дастъ: 

ее со (X) 






Полагая ф(|^)=7г(«|), им'Ьемъ отсюда: 

ОЭ (X) оо 






что, по свойству функщи д(п), даетъ соотногаенхе: 

1 1 

Дифференцируя (И) по (х, находимъ: 

со со со 



8 дШи) _с\1{и)Гс^\ Г 



или 

СХ) со со СХ5 
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Преобразуя лЬвую часть этого равенства на оеновав1п (1), 0М']>емъ: 



со СХ) СХ) 



-8 [|.2.г№« ] =8'-^':8^. (Ш) 

1 1 1 

Но, какъ показалъ въ вышеупомянутой брошюр']^ Н В. Бугаевъ*), 
свойство числового интеграла по д'Ёлителямъ ^и^с1)1{Л) выра- 
жается следующей таблицей: 

т.-е. этотъ интегралъ не обращается въ О лишь для простыхъ 
чисе1ъ а и ихъ степеней. Поэтому, на основан1и (Ш), получаемъ 
для (х>1: 



со со 



1 1 

гд*]^ знакъ Ч1 въ л^Ьвой части равенства распространается на вс*]^ 
абсолютно-простыя числа а. Отсюда: 



со со со 






11 1 

Н0| какъ мы знаемъ 






*) Стр. 11. 



